Equacoes de Conservacgao

Propriedades dos Fluidos

Matéria é formada por moléculas em movimento,
colidindo. As propriedades de matérias estao
relacionadas com o comportamento molecular

o Colisao com as paredes — pressao
o Ocupacao do espaco — densidade
o Energia cinética — temperatura

Para entender o comportamento da matéria seria
necessario considerar cada molécula, conhecendo a
historia de cada uma, velocidade, aceleracao e modos
de iteracao. Isto € inviavel sem um tratamento estatistico,
devido ao elevado numero de moléculas.



Na maioria das aplicacoes da engenharia, desejamos
estudar uma quantidade de volume de fluido contendo
um grande numero de moléculas

— hipotese do continuo: admite-se que os fluidos sao
meios continuos, esquecendo-se da sua estrutura
molecular.

Para demonstrar o conceito do continuo, considere a
propriedade densidade:

o ex: densidade: p(x,y,z,t) = lim om/ov
dv—dv*

4 Molecular; Continuo
4—

e M=

dVv

dv*



A hipotese do continuo falha quando as dimensdes
envolvidas forem da ordem do caminho meédio livre entre

colisdoes moleculares:

o Exempilo:
Distancia média entre colisdoes de moléculas do ar nas CNTP:
3x10°m
Caminho médio livre : 6 x 108 m

Menor comprimento de escala de um escoamento: £ =104 m

o Comparacao entre escalas:
numero de Knudsen: Kn=A /¢

O conceito do continuo € valido para Kn << 1

Kn > 1 por ex. arraste em satélites. A Teoria cinética dos
gases trata desta area.



Conceito do continuo esta associado com o conceito de
campo, i.e., todas as grandezas sao definidas no espaco
e no tempo: Ex: V(x,y,z,1); P(x,y,z,1); p(X,y,z,t); etc.
a2 Nao importa qual a particula que esta no ponto em um
determinado instante de tempo, mas sim em que
condicOes a particula que passar pelo ponto naquele
Instante possui.

O escoamento dos fluidos € determinado a partir do
conhecimento da velocidade em cada ponto do
escoamento, isto €, a partir do campo de velocidade

Descricao de campo de variaveis fisicas:
o Meéetodo Lagrangiano

o Método Euleriano



Metodo Lagrangeano

o As equacoes de conservacao sao aplicadas a um
sistema arbitrario, o qual pode ser infinitesimal ou
finito.

o Avariavel fisica é descrita para um determinada particula

o Avariavel independente € um “rotulo” da particula, como por
exemplo, a coordenada da particula em um determinado
instante de tempo: P € a posi¢ao da particulaPemt=0

a $=¢(p,t) Esta funcao descreve como a fungcao ¢ da
particula P varia com o tempo

o Ex: policial seguindo carro



A velocidade mede como a posicao de uma

particula varia com o tempo V=v.i+ v, Vs k

Vx:u:ﬂ

t particula

p=ar

particula .
particula

dz

VZ =WwW=
t :
particula

Aceleracao de uma particula varia com o tempo

. darv
— a =——
a=aua
particula



Método Euleriano

2o As equacOes de conservacao sao aplicadas a um
volume de controle arbitrario, o qual pode ser
infinitesimal ou finito

o Avariavel fisica é descrita em relacdo a um ponto do espaco

o Para cada instante t, a particulaem » € uma particula
diferente

o 7 € aposicao da particulaPem t

n ¢=¢(r ,t) Estafuncio descreve a funcio ¢ na posicao
da particula P em funcao do tempo

o Ex: controlador de trafego



PLagrangian Fra

Vamos utilizar a formulagao Euleriana, juntamente com o conceito de campo,
l.e., todas as propriedades sao definidas em fungcao de sua localizagao no
espaco e no tempo



Fluidos em Movimento

O escoamento dos fluidos € determinado a partir do
conhecimento da velocidade em cada ponto do
escoamento, isto €, a partir do campo das diversas
grandezas relevantes.

Tipos de Campos:
o Campo escalar:
massa especifica: p(r ,t); temperatura: T(r ,t); pressao p(r ,t)

o Campo vetorial:
velocidade: V(r ,t); aceleracao: a(r ,t); forca F(r ,t)

o Campo Tensorial:

tensao: ofr ,t); gradiente de velocidade: VV(r ,t);
taxa de deformacao D(r ,t)




= Vetor Velocidade:

V=uey+ve, +we, =uje +uy ey +uzyey=u; ¢ =u; ¢;
l

= Produto escalar entre vetores:
— ‘A‘ ‘B‘ COS Ol 4‘

ZAZ' éi.Bj E] ZAZ' B] Ei.éj ZAZ' B] 51] ZAZ' Bi

|
[ )
ool

produto escalar entre dois vetores unitarios:

04 =0sei#]j
0 =1sei=]
= Operador gradiente:

op _ 0p _ 0p _ 0¢
rad o=V ——4e) —+e3—=¢ ——
8 P=Vp=el o1 €2 o €3 o3 l@xi
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= Operador Divergente:

-~ - _ 0 _ 1, A] L o A]
diVA=V.A=€i 06]'/1]': el-oejz O;;
0 X 0 X 0 Xi
= Teorema de divergéncia de Gauss
[AeiidS =[div(A)dV
S v
T I I qu -
div4d= lim | — IA‘?Z dS Zgucgl:;?nu;do por unidade
V—)O_V Ry |




Vetor tensao

O vetor tenséo t,, é a forga de contato por f_:j:::fQ'ﬁl;---f‘:-:..,. &
unidade de area que um material dentro ﬁfjconstx

. wr) ‘v\
de V(t) faz no material fora de V/(t). SRS
‘\
Hipotese de Cauchy: t, =t (n) \\

A dependéncia de t, em n pode ser obtida atraves de uiﬁ;ij
balango de forgas em um tetraedro com a altura h —-»0.

2F=0=-t,dd-t_y dA(nee,)—t_j, dA(nee,)—t_, dd(nee,)=0

A

Da 32. Lei de Newton

t—x :_tx ) t—y :_ty ) t—z :_tz . N

entao 4

t, =tx(noex)+ty(noey)+tz(noez)=n0[txex+tyey+tZeZJ=noc



= Tensor de tensoes:

[

(722(50;63<€j

Fy: S
T
/ \ Zyi —> Txx
Txx Txy Txz ‘ a _______ Txz_
_ TZZZ/// Tzx
= Y Yy Yz Z
\tzx tzy Ttz 7
convencao
T
]
T




Descricao Euleriana ¢ =d(x, v, z, )

d ¢ op dt O dx O¢ dy é’¢ dz
—= = + +
dt particula adt ﬁxﬁ’i ﬁydt 5Zdt
u v w
D¢ ¢ ogp ¢ ¢
— = — + L ut+———v+—=
D1 o1 ax" ay" oz

taxa de variacdo com o  taxa de varzagao com o

tempo (posicdo fixa)  tempo devido ao mov. da
particula (variacdo convectiva)

D4_30 7.y w Db_06 , 00

Dt Ot Dt Ot O Xj

Derivada Material ou Total de uma grandeza ¢ (presséo, temperatura,
velocidade, etc) descreve como a grandeza varia segundo o movimento
(= como ¢ varia com o tempo para uma determinada particula
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Derivada Material D (I) 00

Derivada Material Dt a ¢ T V Vd)

Deseja-se medir variagdo da pressdo com o tempo, em trés situagoes diferentes:

1 - Estagio Metereologica p=p(t) = %% - %It)_

2 - Avido com velocidade V, =u, 1+va ] +w, k = — %)

_dpdt, dpdx dpdy dpdz B, dp
B dt | ox dt 3ydt bz q ot oxeT 6‘yEl 6‘z Wa

3 - Baldo sem propulséo, se deslocando com a velocidade do ar, do fluido,
com velocidade V=ui+vj+wk

92_92‘“ Lopdx Gpdy ‘_329_2_‘_32+§£u+‘_32v+§£w=92+ Dp
dt g Oxdi Oydt 0z dr gy 0z @& "Dt

15



Aceleracao:

. DV o N
a = — ‘|‘ V .V V - —
Dt Ot VYV =
aceleracao aceleracao
local temporal convectiva
a‘—Dui—é)ui N u'é)ui
‘" Dt o J 0 x;

—_

Em coordenadas cartesianas: V = u; + V] + wl;

g, =21 _ T eyt OO, O
Y Dt Ot Ot ox Oy Oz
4 _Dv_év_i_l;.%v_ﬁ ﬁv_l_ ﬁv_l_ ov
Y Dt Ot ~ar Y ox oy Oz
aZ:[N“:aW Ve Vw= éﬁ+ué&+v—ﬁ+ ow

ou Ov Ow
ox Ox 0x
ou Ov Ow
oy Oy 0y
ou oOv Ow
0z 0z 0Oz

y

, a=ayl+ay,j+a,

!
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Aceleracao: . DV o8V ~ = =
& a= = + VeVYV
t Ot
aceleracao aceleracao
local temporal convectiva

Em coordenadas cilindricas: y .
r

V=u,e.+upgeg+u,e,,
a=ae,. tageyp +a,e, L
AN’ :
centrifuga

X

2

Du, Ou 0 u, 0 uy O uy du, Up

ar=pr =gt tVeVur = iU s tug TGtz g, ;
coriolis
Dug Jduy =~ = Oy 0 ug d ug dug UrUg

g =Tt = ¢ TV*VUuy = S tUu 5, tUgzpotU, 5, t .
Du, OJdu ou, ou, ou, ou,
2, = D= +VeVu, = FE+UGE+Ug 56+ U; 5,
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Conservacao de Massa:

op , .
— + div(pV) = 0
ot
Variagcao da massa Fluxo liquido de massa
com o tempo por por unidade de volume

unidade de volume

Dp ~
ou — 4+ pVeV= (
pt P
derivada material, ou total ou substantiva
Dp o p - =
“L£ = ZE 4 VeV
Dt Ot P

variacao local  variagao
temporal convectiva
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Conservacao de Massa:

op . .
— + div(pV) = 0
Ot
Variacao temporal da massa Fluxo liquido de massa
por unidade de volume por unidade de volume
Notagdo < P n opu; =0
indicial Ot O X Notagao
indicial
Dp - - Ouj
ou —~ + pVeV= 0 Pp, 0%
Dt Dt 0 X
derivada material, ou total ou substantiva
Dp o p - =
Z£ = ZE 4 J eV
Dt Ot P

variacao local  variagao
temporal convectiva
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Equacao de Conservacao de Massa ou Continuidade

8,0 +div (o V) 0
ot

Coordenadas cartesianas

op 0 0
Ll L m)s 2w
Coordenadas cilindricas

ot r or

‘L[ " (rp )+ 2
r

ou

Casos Particulares

1. Regime Permanente:

2. Incompressivel:

Dp
Dt

+pd1V(V) 0

div (p V) =0
div (7)=0




Equacao de Conservagao de Quantidade
de Movimento Linear (2a Lei de Newton)

ot =G DV - DV
2loxy=ma = Zdvfext padv—— = fS-l-fc

D "
aceleragio: azDY:%\tf L VeV V

forca de corpo: fc

forca volumetrica: ex: forga gravitacional fg =pg

forca de superficie: fs=rp+ttu
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‘fp - forca de pressao: forca normal compressiva

dy |
p(x)dydz (x,¥,2) p(x + dx)dydz

dx

dF, = pdydz-(pdydz+ Op/Gedxdydz) =- Op/dkdV

=f,,.=-0plk logo f  =-7pldy e f, _=-oplaz

Notacao
indicial

—

op
fpi:_@xi
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—

f,u forga VISCOSa: forca definida por um "o

tensor, em cada face possui 3 componentes, dois A
tangenciais e um normal ( \

% Txx

T=7jj € €

\sz Tzy TZZ) rmy 7 T

z

Il
I
'\é—]

>
‘é—]

=
‘é—]

(W]

=

Forca de superficie viscosa resultante na diregcao x

—

n
convengao
Temt T
I I
T ‘
n

Ty T O Toge J0x dx

Ty T8 T Joy dy

T + 0 T [0z d Ty
OT xx T yx ar
Flx = —TuxdvAz+| Ty + ™ dx |AyAz -7y, AxAz + Tyx+7ydy MxAz —1,, AxAy + sz+7dz Ax Ay

X ox oy oz = + +

or
F —( Oy +—2T OTox )AxAyAz > £, = OT oy é’Tyx O 7x
Hr 1 ox oy Oz
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Procedendo de forma analoga para as outras direcoes

= +
Tz 5| 75, oy 0z
7 (% Ty Ty =) f,u:V.T
Y Ox Oy Oz —
07T jj )
OTyz O%-J’Z OT 4, f i — N O’Fa.(} ao
fu,z = + + O x; indicial
ox oy 0z J
Txx Txy Txz
f =Ver = 9 o o T T T =
H = O x 0y 0 z yX Yy yz
Tzx Tzy Tzz




Pode-se demonstrar atravées da equacao de
conservacao de quantidade de movimento
angular que o tensor viscoso é simetrico

7 ji =ij

( h

Txx Tyx Tzx

I
|l

Cyx Tyy Tzy

\fzx Tzy Tzz )



Equacao de Conservacao de Quantidade de
Movimento Linear

Na forma vetorial

DV
= pg-Vp+Ver
'ODt P8 —Vp 7
Na forma indicial
( A o
ov; ov; op 9%
Ao e |TPE T T
L xj/ X; X;
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Equacao diferencial de quantidade de
movimento

DV .
— = —Vp+Ver

coordenadas cartesianas

ou ou ou ou op ot XX é)TyX Z Tox
Ctu v+ wS | =pg, - = 4+ + +
,0( ot ox oy 52) P8 Ox Ox oy Oz

J p é’fxy o1 o1

ot ox oy oz Oy Ax Oy Oz

ow ow ow ow é)p ﬁTxZ aTyZ ﬁTZZ
S ru v wES | =pg, - =+ + +
P ( or M ox TV oy 52) P82 7%, " Tox | 5y | oz

oY i

LT




Equacoes Constitutivas

Descrevem o comportamento do material = qual a resposta desta
material (taxa deformacao) para um determinado esforco

Fluidos Newtonianos: tensao é diretamente proporcional a taxa de

deformacao
Considere o escoamento entre 2 placas
St=dudt Taxa de deformacgéo
| . = T—} F U
dy dy sin(d y) dudt
Ay dy=tan(d y) = =
— | d y . d u
© dx=udt ] dt d y

F du U
: : : . Ty = — = U— R [ —
Lei da viscosidade de Newton: Xy Ay dy Ay
1 = viscosidade absoluta (propriedade do fluido): dimensao: M/Lt (Pa s)

v = viscosidade cinematica: i /p -



Taxa de deformacao angular:
dv At du At
_|_

Ay =a+f~tana+tan [ = 4
Ay ov 0
Vyx = lim w _Yv,or

= =2D
At—0 At Ox Oy

yXx

Taxa de deformacao linear:

du At i
AYyy =——
Ax v(y) e
: Ay Ou
= lim = =D
Y xx 0 Al 0 x XX T

=du At

L
] JXL»” IIII
[ =

f
—

—

L sl

'
)
'
I
f"
-
) - A\
= a

~ (/) Ay At

>
T

L
F———

B/

.

M he

i I=dv At =(/3) Ay At

==
=]

Mox

u (x)

Taxa de deformacao volumeétrica:

T . : ou Ov Ow
v:7/xx:7/yy:7/zzz£ szO

+ +
Oox Oy Oz
PUC-Rio, Angela Nieckele

Y

aa,
| = gl

-iF
i
'
'

=dv At
=(NV/ k) Ax At

U =du At
e A =(/x)AxAt
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Equacao Constitutiva para fluidos Newtonianos * = #

_ (Ou oy
LA e PP
ou  ow

fxz =l T A é’z+é’x

ou 2 -
) T :2 —_— V.V
j XX lué’x 3
ov 2 ~
’ =2U———uVeyl
j Cyy ﬂé,y A

v Ow

TJ’Z:TZ)’:'L![&,Z'I_é,yj ’ TZZZZ,U—_—,uVoV

ow 2
oz 3

| <.

—
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Em notacao vetorial, a taxa de deformacao de um

elemento de fluido, pode ser escrita como:

. . 2 .
V= [eradV + (gradV)!] — 3 divl’ [

0 ou oV
o x ox ox
grad7 =V 7 = || v w=|2 &
o0y oy oy
0 ou ov
oz 0z 0z
ou ou ou
ox oy oz
@ad )l = |2¥  ov oV : [ =6 =
0 x oy 0z =
ow  ow  aw

/
)
)
)

=
N

Y

)

=

Q)Q)Q)Q)‘
S <= =




fﬂ = dive= divuy= div{ u [grad V + (grad V)T] - %,u div IQ}

Equacao de Navier-Stokes

—p g —gradp +

DV
P Dr

+ div{y [gradV + (grad?)T] — %;l div @}
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Na forma indicial oV ﬁVj 2 oV
T =H T —~ H——0;
/ 8xj 0x; 3 Ox /
or, oy op
Aot Tige, |TP8 ot
\ X X;
ey, oV, oV
+ 9 Y —++—= —gﬂ—k@ﬁ
8xj \ _8xj axl-_ 3 0x )

33



A equacao de quantidade de movimento linear pode ser
escrita na forma conservativa, isto €, pode ser escrita,
combinando com a equacao de conservacao de massa
o Considere o termo de aceleracao

oy _ o
P o A o

+V oV

— |+ V]
](%Cj] l[

.

ot

8p+8ij
OX;j

v

zero

DI?_ opVi op ViVl Variacdo da quantidade
'OE R t @x]' de movimento
. ApViV, (o ov;
opiopVivi|__op o | [fon ovi) 2ov, |
ot 0X; Oxi O0X; ox; O0xj 30 xk
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Equacao de Navier-Stokes: Equagio de conservagao
de quantidade de movimento linear para fluido
Newtonianos (coordenadas cartesianas)

ﬁu_i_uﬁu_'_vﬁ_'_wﬂ B _Of’_p_gﬁ ﬁu_i_é’v_l_ﬂw N
P 51 ~PEx Hlox "oy T oz

7 §u+§ é’u_i_ﬁ ﬁu_l_ 7 é’u+é’ é’v_i_ﬂ ow
ox\"ox ) o\ P ey | T e\ H a2 ox\ P ox )T\ Fox )T a2\ Hox

ﬁv_i_uﬁv_'_vé’v_i_wﬁ B Idp 2.0 Ju v ow)|,
Ao ™ ox "oy T ez ) TPy Ty T 3ay | M\ ax T ey T ez

oo\, o a2, ), o, o)., v, 2, w
ox\Mox ) o\ H ey )T e\ M a2 )T ax\H ey )T e\ H ey )T e\ H ey

ﬁw_l_uﬁw_'_vﬁw_l_wﬁw B _ﬁ_p_gﬂ ﬁu_i_ﬁv_'_ﬁw N
P Rk ox 2y | oz

U
+£ ﬁw_i_ﬁ ow +£ ﬁw_i_ﬁ é’u_i_ﬁ ﬁv_i_ﬁ @
ox\ M ox T oy \ P ey )T e\ F e )T ax\ B e | T ey \ ez )T a2\ H ez
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Casos Particulares:

Equacao de Euler (fluido perfeito, nao viscoso)

D—V— o — orad
th pg — graap

Pode-se demonstrar que se integrarmos a equacao de Euler
ao longo de uma linha de corrente obtemos a equacao de
Bernoulli

‘Equacao da Hidrostatica: pg =grad p
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Casos Particulares: Fluido Newtoniano
com Vviscosidade constante

= Aviscosidade da maioria dos gases €
aproximadamente constante

o lov o (9Vi| 2 & |0V
e {22 2] 3,0 fon )

6xj \6xj) 8xj opY 3 6xj 0 Xy,

o |9V
8xl- Gx]

J

o |dV;| 1 o |9V . . .
fﬂi:ﬂ Tt M { k@]} fﬂ=,uV2V+%,udiVV£

8xj kﬁxj) 3 8xj 0 xy,
DV B} . . =
D —V:pg—Vp+yV2V+l,ud1VV£

Dt 3




Casos Particulares: Fluido Newtoniano

= com viscosidade e massa especifica
constantes
= A maioria dos liquidos pode ser
considerada como fluido incompressivel
(maioria dos liquidos) = VeV =0

o (a“i\ = .
= < > = u V2




Navier-Stokes (propriedades constantes)

DV

p—=pg-Vp+uVviv

Dx

coordenadas cartesianas

Aor THox TV ey T ez ) TPER T 5 T o T a2 a2

Ao " ox TV oy TV ) TPEy T 5 a2 T a2 22
w 0w ow owY o Op (7w 0w 7w

Aor "M ox TV ey T Wz ) TPE: T 5 M a2 T 52 6.2




Potencial Gravitacional

Considere ¥ como o potencial gravitacional,
isto €, energia por unidade de massa
associada ao campo gravitacional. Entao, a
forca de corpo por unidade de massa é

g=-Vo

Para um campo gravitacional constante, o
potencial € p =g z.
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A equacao de quantidade de movimento linear pode ser
escrita como

b %+VJ,6V1' ) 0p _Op
ot 0X;j o0x; OXj
0 oV; OVj 2 0V
s | L - u gy
0X; ox; 0xj 3 Oxk

Considerando agora, um fluido incompressivel (v .7 - o ),
e definindo a pressao modificada Pcomo P=p+p¢e

a equacao simplifica para

oV, oV, - (ov. oV,

or  Jox; ) ox ox;|T|ox; ax
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adicionalmente, considerando viscosidade constante,
temos

oV, oV, 0P 0% V.

Ot 8xj 0x; 5xj
ou ~

DY L ypiovy

Dt Jo,

onde v=u/p € a viscosidade cinematica.
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Condicoes de contorno

o Superficie sdélida, com unitario normal n
Impermeéavel

eV =0

nao deslizamento

X 17 = Vwall
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Equacgao de Poisson da Pressao

Aplicando o divergente na equacao de Navier-Stokes, temos

v-[%ij:-v-(lvpjwv-(vzﬁ)

o,
0 ou;  Ou 0 1 8P 0 0% u;
el ® _|_u]— e: = — ek o — €l+ éer oD > ei

Oxp ot 0xj 0xp p Ox; 0xp 0 x7

o (ou; 0 Ou; 1 & (oP o | 0% u;

+ U ; =—— +0
Ox; \ ot ox; | 7 ox; p 0x; | Ox; 0x; | o x2
. g J

v

0 u] aui 0 8ul~
+u;
axi 6x] ]6xl- ax]
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i au,- by %) ﬁui _ b 52 au,- __i@ZP_a u] 6u,~
ot\ox; ) ox;\ox; 02 \ 0x; pox2 0x; |0x;

J l
Definindo A=VeV
2 O u; :
2—0 Vz A:_la_P_ J aul
Dt o, 6)62 8xl- 8x]
l
Logo, como para um escoamento de fluido incompressivel = A4 = ()
ou; Ou:
vip—_ 0 J Uj
axl- 8x]

A equacao de Poisson € uma condicao necessaria e suficiente para que
um escoamento incompressivel permaneca incompressivel
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Para obter a condicao de contorno para a equacao de
Poisson da pressao, pode-se aplicar a equacao de
Navier Stokes a uma superficie solida estacionaria ,

logo,
op_ 0% u,
on “ o n?

onde n € a coordenada normal a parede e u, € 0
componente de velocidade normal a parede.

Dada a condicdo de Neumann na forma acima, o campo
de pressao fica determinado ( a menos de uma
constante) pelo campo de velocidade, independente da
historia do escoamento.



Equacgao de conservagao de escalares

passivos D¢

=1V
Dt ¢

onde I € a difusividade e € constante.

O escalar ¢ é conservado, pois nao ha fontes ou
sorvedouros.

Uma propriedade importante das variaveis
conservadas € que as mesmas sao limitadas pelos
valores iniciais e de fronteira.

Omin <@ < Pmax
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Rotacao:

A rotagdo® de uma particula de fluido é definida como a velocidade angular média de
quaisquer duas linhas mutuamente perpendiculares, que se cruzam no centro da particula..

—du At=(Au/3) Ay At

[ e Ax
D=0y i+o, j+o,k o) | res t
W=0x I TWOy JT 0Oz u! | T el

— .3 ,u’ Sl Emmmmms t‘f‘dt

ﬁy_

a} =-dv At

1
Aﬁyx :5((14—[3)%

1
2

: AO
O = lim yx _1fou 0Jv - o,
At—0 At 2\0y Ox

(tanoc +tan [3)= ;(— d‘;ft + dZAtj
)
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1(8W 5Vj 1(8u 8Wj
logo oy == e Oy =7

2 8y_8z 2\oz 0ox
(§ j o)
V xV = det|d/ox 0/dy 0106z
¥ v W
o1 - , . .
a):EVxV , rotacional V=V xV

vorticidade: E=2 0=V xV
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Equacgao da Vorticidade

Uma caracteristica essencial do escoamento turbulento € que estes
devem ser rotacionais, isto & a vorticidade é nao nula. A vorticidade
é definida pelo rotacional do vetor velocidade

E:VXV

sendo igual a duas vezes a rotacao do elemento de fluido.

O o, VJ-
Em notac&o indicial Srex = e; X (V-e -)= i €
G k*k 5 X; i A 5 X; ijk “k
(+1 se (i, j,k) sdo ciclicos
onde € X ej = gijk €k sendo & = i—1 se (i,j,k) sdo anti— ciclicos

0 se (i,j,k) caso contrario

simbolo de permutacao (simbolo Levi-Civita)
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A equacao para a vorticidade pode ser derivada,
aplicando o rotacional na equacao de Navier-Stokes

VX[DVj:—Vx[IVPjnLUVX(VzV)
Dt Yo,

Dé& .
resultando em c _ OVE + E Vi

Dt
A equacao para a evolucao de um elemento de linha

material infinitesimal é ds . _ -

—= soV/J

dt
Comparando as duas ultimas equacoes, observa-se que
para um escoamento nao viscoso, o vetor vorticidade se
comporta da mesma forma que um elemento de linha

material infinitesimal (teorema de Helmholtz)
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Teorema de Helmholtz

(fluido nao viscoso, barotropico (p=0(P)), forca de corpo
conservativa (ndo produz torque))

1 - A Iintensidade de um filamento de vortice é constante ao
longo de seu comprimento

2 - Um filamento de vortice nao pode terminar em um
fluido, deve extender até a fronteira do fluido ou formar
um caminho fechado

3 - A auséncia de forces externas rotacionais, um fluido
Inicialmente irrotacional, permanece irrotacional
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Se a taxa de deformacao produzida pelo gradiente de
velocidade atua para esticar um elemento de linha
material alinhada Comg , entao a magnitude de 5
cresce de acordo. Este é o fendbmeno chamado de
vortex stretching, que € um processo importante nos
escoamentos turbulentos e o termo £ eV & referido
ao termo de vortex stretching.
Para escoamentos bi-dimensionais, o termo de vortex
stretching se anula, e o componente nao nulo da
vorticidade se comporta como um escalar conservado.
Devido a auséncia do vortex stretching, a turbuléncia bi-
dimensional é qualitativamente diferente da turbuléncia
tri-dimensional.

Enstrofia: vorticidade ao quadrado =  £2=CFe¢
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Taxa de Deformacao e Rotacao

O tensor gradiente de velocidade pode ser decomposto em uma
parcela isotropica, uma simeétrica deviatorica s; e uma anti-simetrica
deviatorica £ oV, 1
=~ Ao +s5.. + 0.
O x. gy oty ij
J

onde A=V el  ¢adilatagcao, sendo nula para escoamento de
fluido incompressivel

Tensor simétrico tem os mesmos componentes em qualquer sistema
de coordenadas

Tensor deviatorico possui trago nulo (t; = trago t = 144 +1,, +133 )
1

A parcela deviatorica simétrica é  Sij = gA 0jj +Sj
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. ~ . Ouj
A parte simétrica € a taxa de deformagéo S;; = [a Uiy Jj

T r g P - 1 a U 8 u;
A parte anti-simétrica é o tensor taxa de rotagdo <2 = L)
210 X 0 Xx;

Pode-se mostrar que a lei de Newton/Stokes para a tensao viscosa
para fluido incompressivel pode ser rescrita como

TU :2,u Sij

mostrando que a tensao viscosa depende linearmente da taxa de
deformacéao, sendo independente da rotagao.

A vorticidade € relacionada com a taxa de rotacao por

é:. = — iik ij . sz — _gijk é:k

l ’

ambos contém a mesma informacao. 5



Equacgao de Conservacao de Energia

pﬂ[i+V—2]=—diV§+w +w.+pqg+S
Dt 2 S C r
onde
i = energia interna
V= moddulo do vetor velocidade, y~2 = ”12
y2 | 2 é aenergia cinética
g = fluxo de calor por condugéo. Lei de Fourier = ¢ =—-/kgrad T
g = geracao de calor por unidade de volume
S, = fluxo liquido de calor devido a radiagdo por unidade de volume
w, = trabalho devido as for¢as de superficie = ws =div[/ e T]

I’ = tensor da tensdes (tensdo normal de presséo e tenséo viscosa)

L=(-pl+z) )
T =tensdoviscosa= z = u gradV + u( grad I — =y div V

!
w, = trabalho devido as forgas de corpo (gravitacional) =>w, =V e p g
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Vamos desenvolver alguns termos da equagdo acima

DV
Dt

e termo de energia cinética D (72 = V e
g P Dl 2 P

usando a equagdo de quantidade de movimento

Jo, ll))t [V;) =V e [,0 g +div(—pl + z)]
e Desenvolvendo o trabalho de superficie l = (— p i + T
we =div[Ve T)|=Vedivl + T : grad V

wg =V ediv(- pl +7 )+ ¥ v =
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Substituindo e rearrumando a equacao da energia

Jo, g—;+ Ve [,0 §+div(—p£+£)]: div[k gradT]+

+ Vediv(-pl+7)+¥+Vepg+pg+S,

cancelando os termos iguais

pg—;:div[k grad 7|+ ¥ +p g+,
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trabalhando o termo W =T : grad V

Otensor grad V pode se decomposto em uma parte simetrica e
uma outra anti-simeétrica

grad V = %{grad V o+ (grad {/)T} + %{grad V- (grad V)T}

J/ . J

.

Q

tensor rotacao

I ©n <

tensor deformacao

—

Y=T:gradV=T:5+T:Q
- pr—
I':0 =0 pois T ¢ésimétrico e L2 ¢ anti-simétrico

Y=T:S=-pl:5+z7:85=—-pdivV+z:5§



usando a conservacao da massa

£+pdivl7=0:>divl7:-iﬁzpw
Dt p Dt Dt

i D(1/

finalmente ¥--pp ( P)+£:§

-pp D(]/p) —, trabalho de compressao por unidade de tempo por
Dt unidade de volume (trabalho reversivel do tipo p dv)

trabalho de energia por unidade de volume devido a

= A . ~ . -
dissipacgédo viscosa (i.e., conversdo de energia mecénica

=)

Il
1
[§%

para energia interna)
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Di . D(1/p) .
—— = div |k grad T | - + O + + S
Ly [k grad T]- p p Y pq+S,
ou
D i . - .
p— =divlk gradT]|- pdivV +® + p ¢ + S,

Dt
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Entalpia: 2 =i+ p/p

Trabalhando agora o termo referente a taxa de

varia¢ao da energia interna por unidade de volume

Di
Dt Dt Dt Di: pD: YT Dy

substituindo na equagao da energia temos

h :
pE—dlv[k grad 7| + Iy

+® + p g+ S,
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Normalmente escrevemos a equacao da energia em

termos de temperatura
h=nh(T,p)
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0 h
trabalhando o termo entre chaves {1 P EL}

utilizando a equagao de Gibbs T'ds=di+pdv

i=h-pp=h-pv = di=dh-vdp-pdv
= Tds=dh-vdp = dh=Tds+vdp

diferenciando com relagao a p mantendo a temperatura

fant Oh) Tas) Ly
n n A = P
constante apT 5PT

das relagoes de Maxwell: s—sj _ S VJ = ﬂj =p v
pJr p T

(o))

V

1
*
onde £ =3
A%

Pﬂ

j coeficiente de expansdo
p

volumétrica
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entao

ok
0 p

equacao de conservacao

]T =T B" v+v  gybstituindo na

+® +p g+ S,

DT , . D p
c, —— =div |k grad T | + T
oT
Coeficiente de Joule-Thompson M = —
op h

pc

DT

P Dy

= div|k gradT] + (pcp,uJT + 1)

Dp

Dt

-lo -y
+D+ p g+ 8§,
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Em muitas aplicacdoes praticas, a equacdo da energia

pode ser simplificada com as seguintes hipdteses:

1) fluido incompressivel, 87 =0

2) propriedades constantes, ¢, , k

3) A dissipagdo viscosa sO € 1mportante para
escoamentos muito viscosos ou a altas velocidades,
podendo ser desprezada em muitas aplicagdes praticas.
4) Fluxos de calor radiativos somente sdo importantes
quando os escoamentos envolvem altas temperaturas.

5) Adicionalmente na auséncia de geracao de calor, a

equacdo da energia pode ser escrita como
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Neste caso, a temperatura se comporta como um

escalar passivo
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Propriedades de Transformacgao

Importantes propriedades dos fluidos podem ser obtidas
através do estudo da equacao de Navier-Stokes

As mais importantes sao:
o Similaridade de numero de Reynolds

o Invaridncia sob rotacio e reflexao dos eixos de
coordenadas

o Invariancia Galileana
o Falta de invariancia sobre rotacao
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Propriedades de Transformacao

Considere uma experiéncia realizada em um laboratorio,
e considere uma segunda experiéncia realizada de
forma semelhante a primeira, mas com alguma
diferenca. Por exemplo, a experiéncia foi realizada em
um tempo diferente, em uma localizacao diferente, com
diferente orientacao, etc.

Para cada situacao, o campo de velocidade sera igual,
se a escala adequada e referéncia apropriada for
utilizada?
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Um modelo de turbuléncia deve respeitar as mesmas propriedade

de transformacao que a equacao de Navier-Stokes.

Experiéncia 1: _ _ _ _ _
Variaveis adimensionais:

A o independentes  :_ ./ f =1t UL

_ o dependentes:
- U=U/U p=plpU)=P-p¥)HpU)

X,
{a) Reference

onde a gravidade é escrita em fungéo do

Comprimento de escala: .2, . Y
potencial gravitacional ¥ g=-V¥

velocidade de escala:

oU;
0%

< 7 A
_ 1 0 U] _ap
Re 65(312 8xl-

Continuidade:

=0 Momentum: Jo, a& + Ul a&
ot 8xl-

sendo Re = U L[v

70



= Similaridade de nimero de Reynolds: mudanca de
escala

adimensionalisando o 2° experimento com as

propriedades e grandezas deste, a eq. de Navier-Stokes
e condicoes de contorno serao iguais, somente se 0
numero de Reynolds for igual = Re=Re,

L P ,LT

(b) Change of scale LT 1
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= Invariancia de tempo de espaco:
experimento deslocado no tempo e espaco

adimensionalisando com
x=(x-X)/L t=0-T) UL

pode-se facilmente mostrar que a eq. de Navier-Stokes
transformada ¢ idéntica a original

(¢) Shift In space
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= Invariancia de rotacéao e reflexao:
experimento realizado com referéncia com outra
orientacao

L)

1

Xs

R

A A

X {e) Reflection

(d) Change in orientation

adimensionalisando com

Ul':ajl'U'

x=ajl'x]'/£ J

onde a;,=e¢ee, €0 cosenodiretorda
transformacao, pode-se facilmente mostrar que a eq. de

Navier-Stokes transformada ¢é idéntica a original
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Nestas transformacoes, a rotacao ¢ fixa, significando
gue os cosenos diretores nao variam com o tempo.

A invariancia com relacao a reflexdo indica que a eq. de
Navier-Stokes nao possui nenhuma tendéncia (bias)
com relagcao a movimentos no sentido horario ou anti-
horario.

o Um escoamento pode ter dependéncia no sentido da rotacao,
por exemplo, com um tornado, mas esta tendéncia surge devido
as condicOes de contorno e nao pelas equagdes do movimento.
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Reversao de tempo: Analogo a reflexao de cordenadas.

Adimensionalizando com

=t UL 0=-U/U

as equacoes sao iguais com excecao do termo viscoso,
proporcional a Re1, que sera alterado, indicando que a

Eq. de Navier Stokes nao € invariante com relacao a
reversao do tempo.
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Invariancia Galileana: Relacionada com eixos em
movimento, com velocidade fixa V

As transformacdes entre coordenadas sao:
t =t x=x—-Vt
U=U-V

A grandeza que for igual nos dois eixos inerciais
diferentes € chamada de invariante Galileana.
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Com as transformacdes dadas tem-se

5(71_@(]1 5(7]_ 5U]+V5U]
0%; Ox; ot ot 0x;
DU]-_ 8Uj+(7.8Uj _DU]-

= ; =
Dt ot 0 X; Dt

gradiente de velocidade e aceleragao sao variaveis
invariantes Galileanas

velocidade e derivada parcial temporal nao sao
A equacao de Navier-Stoles ¢é invariante Galileana

O comportamento do escoamento de um fluido é o
mesmo em todos os referenciais inerciais.
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= Invariancia Galileana Extentida: A eq. de Navier-Sokes é
iInvariante com relacao a eixos com aceleracao retilinea.

= A eq. de Navier-Stokes é

_ _ 2_

oU,; _ oU; 0° U ;

L iU —Ll=v jo_Lor _4
ot 8)61'

onde 4; =dV /dt éaacelerago.
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Os dois ultimos termos podem ser rescritos como

l6p+A] :l a_
p 0 X;

+p x;A4;
PO (p+ p x; ])

mostrando que a aceleracao do eixo pode ser incorporado
na pressao modificada.

A eq. de Navier Stokes para fluidos incompressiveis €
invariante Galileana extendida, pois a equacao nao €&
alterada, se adimensionalizada com

A —_

. _ 2
U=U/U p=(@+tpxeA)/(pU)
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rotacao de referencial: Considere o experimento em um
referencial com rotacdo nao-inercial.

v
|

-

(h) Frame rotation )

A Eq. de Navier-Stokes ¢ igual a equacio do caso
anterior, mas com a aceleragao -A, substituida pela forca
ficticia
o~ _ . de
F] = —X ‘Qik‘Ql(j -2 U‘Ql] —xi7
As trés contribuicdes para a forca F representam a forca
de centrifuga, forca de Coriolis e forca de aceleracao

angular.
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A forca centrifuga pode ser absorvida na pressao
modificada, mas as outras duas nao.

Uma grandeza que independe se o referencial encontra-
se em rotacao ou nao, possui "material-frame
indifference"” (indiferente ao referencial material)

A Eq. de Navier-Stokes nao possui esta propriedade.

O efeito da rotacdo também é evidente na equacio da
vorticidade.

ag o0& 0° & - oU. oU. ~ dQ ,
l 1 ng

=0 + l
or fafj 0% TIox, Max, 4T T4y

cuja eq. depende se o referencial encontra-se em rotacao.
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