ESCOAMENTO TURBULENTO

a turbuléncia em geral surge de uma instabilidade do
escoamento em regime laminar, quando o numero de
Reynolds torna-se grande. As instabilidades estao
relacionadas com interacoes entre termos VviSC0oSO0s €
termos de inércia nao lineares nas equacoes de
guantidade de movimento linear.

o Os efeitos advectivos altamente nao lineares, sao efeitos
amplificadores de perturbacoes é geradores de
Instabilidades. Por outro lado os efeitos difusivos sao
amortecedores ou inibidores da formacao de instabilidades.
O numero de Reynolds (Re) é definido como a razao entre
os efeitos advectivos e os efeitos difusivos. Desta forma um
escoamento sO podera transicionar ou se manter turbulento
guando Re for maior gue a unidade.
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As equacgOes de conservagao que regem o
escoamento independem do regime de escoamento.
Porém o regime turbulento € sempre tri-dimensional e
transiente.

Se diferentes escoamentos turbulentos sao
comparados, observa-se diferentes padroes de
escoamento com diferentes tamanhos. Para descrever
um escoamento turbulento é portanto necessario
Introduzir a nocao de escala de turbuléncia. Escala de
tempo e escala espacial. Para um escoamento
turbulento em um tubo, por exemplo, espera-se que a
escala de tempo seja da ordem da razao entre o
diametro do tubo e a velocidade meéedia do escoamento
na secao transversal e a escala espacial seja da ordem
de grandeza do diametro do duto.




Considerando ser possivel definir a
velocidade como a soma de um
valor médio mais uma flutuacéao
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Somente a escala da turbuléncia nao é suficiente
para caracterizar o escoamento turbulento. E
preciso ter uma nocao sobre a "violéncia" do
movimento. O valor médio da velocidade nao pode
ser uma medida da violéncia do movimento, pois é
exatamente a violéncia das flutuacdoes em relacao a
velocidade média que desejamos saber.

Como a velocidade média nao € uma boa medida
para a violéncia, € conveniente utilizar como
definicao de violéncia, a intensidade da turbuléncia,
a qual foi definida por Dryden and Kuethe, 1930,
como a raiz quadrada do valor medio da flutuacéo
(root mean square)

U= (u)?




As equacOes de conservacao de massa e
guantidade de movimento linear sao nao lineares e
acopladas.

Como o escoamento turbulento é transiente e
tridimensional, a solucao numérica destas equacoes
traz muitas complicacGes porque caracteristicas
Importantes dos escoamento turbulentos estao
contidos nas recirculacoes que possuem apenas
alguns milimetros em tamanho para escoamento
com dominios de muitos metros.

Mesmo o problema mais simples necessitaria uma
malha muito fina.

Alem disso, para captar a variagao temporal dos
turbilhGes, passos de tempo muito pequenos sao
necessarios.



Atualmente existem basicamente trés
metodos para se analisar um escoamento
turbulento, os qualis serao descritos a sequiir.

o DNS (Direct Numerical Simulation): calculo de
todas as escalas de comprimento da turbuléncia.

o LES (Large Eddy Simulation): calculo dos
turbilhOes de grandes escalas, com uma
modelagem dos turbilhGes de escala menor.

o RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes):
modelos da turbuléncia estatistica baseado nas
equacOes de Navier-Stokes médias no tempo.



Pode-se classificar os metodos de acordo ao grau
de modelagem e ao custo computacional como
llustrado na figura. Temos gue a simulacao de
grandes escalas LES esta entre os meétodos
estatisticos RANS e a simulacao numérica direta
DNS, sendo que este ultimo é o que tem o0 maior
custo computacional.
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A analise estatistica baseia-se no fato de que o
escoamento turbulento pode ser descrito por
um valor médio U e mais uma flutuacéo u’
(muitas vezes da ordem de 1% a 10% de U )
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transiente permanente

Para o engenheiro, muitas vezes e suficiente
conhecer o comportamento do valor medio.



Note que com relagéo ao valor médio, podemos
fazer a hipdtese de regime permanente, pois

ou/ot=0

Observamos ainda que se o vetor velocidade é
dado por,

V=O+Uu)i +(V+V)j+wk

poderemos fazer a hipotese de 2-D com relagao
aos valores medios.

Dessa forma, podemos simplificar bastante o
problema. Desejamos entao determinar o campo
medio de velocidades. Neste caso, € preciso obter
equacoes de conservacao para essa grandeza.

10



Equagoes Médias de Reynolds

Os modelos de turbuléncia baseados nas equacoes de
Navier-Stokes meédias no tempo RANS (Reynolds
Averaged Navier-Stokes) serao descritos.

No estudo de um escoamento turbulento, como as
guantidades analisadas sao caracterizadas por
apresentar flutuacdes randomicas em torno de um valor
medio, pode-se utilizar de métodos estatisticos. Uma
simples analise estatistica € suficiente.
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Decomposicao de Reynolds:
ui:Ui_I_uil p=p+p:

Generalizando podemos escrever: ¢ = 5 + @

onde o valor médio é obtido por ¢ =

Antes de derivarmos as equacbes meédias para um escoamento
turbulento, vamos sumarizar algumas regras que governam as medias
temporais das flutuacbes das propriedades

¢p=D+¢ y = Y+ y’

e suas combinacoes, derivadas e integrais
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0 S S

Essas equacOes podem ser faciimente demonstradas, ao notar que a
operacao de média € uma operacao de integracao e, portanto a ordem
de diferenciacdo ou integracao e obtencao de média temporal podem
ser invertidas.
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Correlacao entre variaveis

Vimos que a média de uma flutuacao € nula. No entanto, a média do
produto de duas flutuacdes so € diferente de zero, se estas forem
correlacionadas, se estas nao forem correlacionadas, a média € nula.

A figura a seguir ilustra o

conceito de flutuacoes de "~ /m—f\ M
_/ w S

variaveis que sao I

correlacionadas

A flutuacao da variavel a tem o \ m /ﬂ’\
mesmo sinal que a variavel b, .t

na maior parte do tempo,
resultando em ab> 0. Por outro
lado, a variavel c ndo é
correlacionadacom a e b,

entao JﬂJb\ M /\ﬂﬂm /M .
VAR YIRY

ac =0 bc = 0

14



De um modo geral, tem-se

by =(®+¢ YW+y )=(®V+4 Y+y D+¢ y )

by =®W+g y

As flutuacOes da velocidade sao
correlacionadas, entao

u' v =0

S
QJ;‘J
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Uma vez gque o divergente e o gradiente sao
diferenciacoes, as regras acima podem ser estendidas para
um vetor com flutuacao e sua combinacao com um escalar

com flutuacao

div a = div A

div grad ¢ = div grad @

div (43) = div (43) = div (® A) + div (4 a)

16



As equacdes de Navier-Stokes médias no tempo sao apresentadas a
seguir:

Equacao da continuidade op o p Uj )
+ —
Ot 9, X
0 Uj —
] O U;
para p constante — -0 J
0 X —> = =0
J 0 X

Note que subtraindo a equacéo acima da equacao de conservacao de massa
obtemos — :
OUuU; 0 Uj O Uj

J ] _ ] _ 0

(’9Xj 8Xj 8Xj

isto €, as flutuacdes da velocidade assim como as velocidades médias
satisfazem a equacao de conservacao de massa incompressivel.
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Equacao de Conservagao de Quantidade de
Movimento Linear

. 0 pUj U N ATE
ot OXj OX; OXj XKj K 3" | K

Para propriedades variaveis a equacado média no tempo de Navier-Stokes é

— a U.U. —
8,0u,+,0 jui :—%+pgi+
ot OXj OXj

o | [ou ouj) 2 (ou e ),
x|\ & | 3 . OX

O termo — P Uj Uj é denominado tensao de Reynolds, e envolve os
componentes das flutuacoes da velocidade que nao sao_conhecidas.
Com muita freqliéncia o tensor de Reynolds € definido y; Uj
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Tensao de Reynolds

A tensao viscosa corresponde a uma transferéncia de quantidade
de movimento a nivel molecular.

A tenséo de Reynolds corresponde a uma transferéncia de
guantidade de movimento devido ao campo de velocidades
flutuantes

O tensor de Reynolds -pujuj=-puju; € de 2a. ordem e é
simetrico

Os componentes da diagonal s&o as tensdes normais, enguanto
as tensoOes fora da diagonal sao as tensoes cisalhantes

A energia cinética turbulenta é definida como a metade do traco

do tensor de Reynolds 1-—
K=—U Uj

2

€ a energia cinética por unidade de massa do campo de
velocidade flutuante
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Modelos RANS

Determinar diretamente as Tensao de Reynolds,
através de suas equacOes de conservacao

Modelos de Viscosidade Turbulenta
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Modelos de Viscosidade Turbulenta

Os modelos de viscosidade turbulenta s&o baseados no conceito da
viscosidade turbulenta introduzido por Boussinesqg em 1877. Boussinesq
propde para o nucleo turbulento uma analogia entre as tensoes
turbulentas e as tensfes existentes no regime laminar.

Vimos que a tensao viscosa para um fluido Newtoniano é

- - y 2
7= {ﬂ [grad V + (grad V)T] — gy div V L}
Em notacao indicial a equacao acima pode se escrita com

ouj O Uj 2 0 Uk
Tii = + — — O
' IU[GXJ' 8Xi] Bﬂﬁxk .

onde §; € o delta de Kronecker.
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Fazendo uma analogia entre a tensao laminar e turbulento, a tensao
turbulenta é definida como:

_ ou; duil 2 (oug 2
— P Uj uj :ﬂt{@(_l + @(_J]—ﬂ{k}&j — = P K 0jj
J |

onde 4 é a viscosidade turbulenta.

O termo p k € a parte isotropica do tensor e € introduzido para
representar a pressao dinamica associada aos turbilndes, em
analogia a pressao estatica, termodinamica. x € a energia cinética
turbulenta, definida como

o=+ (u-'z) _ 1 (u'z +v2 4 le)
2 V! 2
Com a substituicdo da expressao para a tensao de Reynolds na
equacao media de quantidade de movimento, obtém-se a seguinte
expressao para a equacao de conservacao de quantidade de
movimento linear para regime turbulento baseada no conceito da

viscosidade turbulenta
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@4_[78& —_@4_ g-_|_
Y ot J@Xj - T P Y

o Ouj oup ouj) 2 oug ). 2
+ + + ——(u+ — |0jj — = PKjj
“[axj @(iJ ﬂt[@(j X 3(u Ht) |17 3%
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Ao o) oo e e || (*)

0
8Xj

e a viscosidade efetiva Hef = 1+ 1 (X 1)

onde u é a viscosidade molecular e g é a viscosidade turbulenta.
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A equacao (* ) ndo constitui um modelo de turbuléncia por si s6, mas
é a base para construcéo de um grande numero de modelos de

turbuléncia simples e complexos, cujo ponto de partida é a avaliacao
da viscosidade turbulenta .

A viscosidade turbulenta nao € uma propriedade, e sim funcao do
escoamento. Analisando o escoamento proximo a parede,
observamos que na regiao imediatamente adjacente a parede, a
viscosidade turbulenta z; € desprezivel em relagao a viscosidade
absoluta . Esta regido é denominada sub-camada laminar. Longe da
parede, na regiao do nucleo turbulento, a viscosidade absoluta x é de
uma magnitude muito inferior a da viscosidade turbulenta .

nucleo

¥ E D /. 2 tu;lbu}%nﬁ?
/ E / E D D camada amortecedora
H =~

- - - 7 sub-camada laminar
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Diferentes modelos tém sido propostos para a avaliacao da
viscosidade turbulenta. Cada modelo apresenta um grau de
complexidade diferente e com uma abrangéncia diferente.

Os modelos podem ser classificados em modelos:

o modelos algébricos, modelos de zero equacoes
diferenciais

o modelos de uma equacao diferencial
o modelos de duas equacoes diferenciais
2 modelos de n equacoOes diferenciais
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VISCOSIDADE TURBULENTA
Interpretacao fisica:

De acordo com a teoria cinética dos gases, a viscosidade absoluta
(molecular) é resultante da transferéncia de quantidade de movimento
resultante da colisdo de moléculas ( u~p a &), onde a é a velocidade do
som e £ é o caminho medio livre entre colisbes.

De forma analoga a viscosidade turbulenta é definida como sendo
resultante da transferéncia de quantidade de movimento da coliséo de
turbilhGes turbulentos, podendo ser estimada por

ut = p Ve Le

onde V. e L, sdo, respectivamente, a velocidade e o comprimento
caracteristico ou tipicos da escala de movimento.

Os diversos modelos para viscosidade turbulenta, diferem com respeito
a determinacao dos valores caracteristicos da escala turbulenta.
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Modelos Algébricos

Os modelos algeébricos também sdo chamados de modelos de zero
equacoes (diferencias)

Viscosidade Turbulenta Constante

Este € o modelo mais simples possivel. Ocasionalmente, como uma
primeira aproximacao, para alguns escoamentos, a viscosidade
turbulenta pode ser considerada como constante, onde o valor da
constante deveria ser ajustado a partir de dados experimentais, Este
modelo ndo é muito utilizado, por ser muito grosseiro.
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Modelo de Comprimento de Mistura:

A Hipotese do Comprimento de Mistura foi desenvolvida por Prandtl
(1925), considerando um escoamento turbulento simples com

og=0(y) ; V=w=0
Considere gue em um escoamento turbulento ao longo de uma parede,
porcoes de fluido se juntam e se movimentam atraves de um
determinado comprimento /., sem alterar sua quantidade de movimento

na direcao X. _ _ B
Vamos analisar o movimento de uma porcao de

fluido comecando emy = - 7 e se deslocando

a(lm) com velocidade v positiva (v' > 0) até a posicao
y =0. Sua gquantidade de movimento por unidade
a(0) v' <0 de volume é p U(—/;) . Considerando que o
> fluido mantém sua quantidade de movimento, sua
a(—/m) T v' >0 velocidade na nova posicao y=0 € menor do que a
9 velocidade a existente la. A diferenca entre as
/ velocidades na nova posicéo sera

At =00)-0(4my)

A 4
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esta diferenca de velocidades pode ser estimada utilizando uma
expansao em série de Taylor

Aug ~ £y (g—”j
y y:()

Considerando agora, uma porcao de fluido se deslocando com
velocidade negativa (V' < 0), saindo dey = /,, até a posi¢cao y =0. Sua
velocidade sera maior do que da nova posicao e a diferenca de
velocidades sera

As diferencas no valor de velocidade originada pelo movimento
transversal podem ser interpretadas como as flutuacoes de velocidade
em y=0. O valor médio do mdédulo dessas flutuacdes de velocidade em

y=0 pode ser avaliado por
(a Uj

7 1

[0 = 5 (aua] + Jauz]) = o
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Analisando a equacéao anterior, pode-se interpretar o comprimento de
mistura, como sendo a distancia que deve ser percorrida por uma
porcao de fluido com sua velocidade original de tal forma que a
diferenca entre os valores de sua velocidade e o da velocidade na
nova regiao seja igual ao valor meédio da flutuacao de velocidade
naquela regiao.

Considerando que o componente transversal de flutuacéo de
velocidade, V', seja da mesma ordem de grandeza que o componente

horizontal, u', isto é
= C fm (a_uj
oy y=0

| v

=c|u

onde O <c < 1.
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Para avaliar o produto y' v', podemos notar que uma condicao de

V' > 0 geralmente esta associada a uma condicédo de u' <0, ja que
porcoes de fluido vindas de regibes com menores velocidades tendem
a produzir uma reducéo de velocidade (flutuacao) no novo meio.
Usando o mesmo argumento, podemos associar a condicao de v'<0
valores de u' > 0. Desta forma, a tensdo cisalhante u' v' pode ser
escrita para o perfil de velocidade representado na figura como

u'vi=—-c|u'

| v

gue finalmente, pode ser rescrita em funcao da velocidade média como
N2
—, 2 O U
u'vi=— 06 | —
0y
onde a constante c fol incorporada na expressao para /,,, que ainda
nao foi definida.
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A expressao anterior, deve ser modificada, para que o sinal da tensao
turbulenta seja coerente para diferentes perfis de velocidade, logo

)

Esta expressao € o principal resultado da

—, oua
u' vt = — (4
0y

Hipotese de Comprimento de Mistura de Prandtl.

Finalmente, podemos determinar a viscosidade turbulenta, pois

_pu' V':Iut (a_Uj
oy

ou
~ _ /2 i
Entao #t P m Ha y

ou

Ve = Iy |—

sendo C m Hﬁy
jagque Ht =P Ve Im
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A distribuicao de /., deve ser especificada algebricamente.

Para escoamentos mais gerais, a viscosidade turbulenta pode ser
obtida de

_ — _\11/2
o= p /2 §Ui+auj 0 Uj
t m 0 Xj 0 X O Xj
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Distribuicao do Comprimento de Mistura

O valor do comprimento de mistura /., varia de acordo com
o tipo de escoamento:

camadas cisalhantes livres: Para camada cisalhantes
livres, o comprimento de mistura é considerado constante
através da camada e proporcional a espessura local da
camada cisalhante 6. A razao ¢, /o6 varia para cada tipo
de escoamento (ver Launder e Spalding, 1972). Para uma
boa concordancia com resultados experimentais, a razao
(/0 pode ser definida como:

camadas de mistura: /., /6 = 0,07
esteira planas: (/0 =0,16
jatos planos: (/0 =0,09




camadas limites ao longo de paredes: Para escoamentos
ao longo de superficies solidas, espera-se que a medida
gue se aproxima a superficie solida, a escala de
comprimento da turbuléncia associada ao tamanho dos
vortices diminua. Nestas situacoes, o comprimento de
mistura é definido como

Im =K'y para y<(1/K)o

lm =40 para y > (1l K)o Y

v

onde K=0,435 e 4=0,09 e 6¢é a espessura da camada
limite local.
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escoamentos desenvolvidos em dutos: Neste caso, a
formula de Nikuradse é satisfatoria (R € o raio da tubulacao
e y é a distancia a parede)

/m /R =014 - 008 (1 - y/R)*> - 006 (L - y/R)*

escoamentos desenvolvidos em dutos com geometria
arbitraria: Buleev (1962) sugere a seguinte expressao

27
fmt =125 [rlde
0
onde r € o comprimento do raio
desenhado a partir de um certo
ponto até a parede do duto ao
longo da direcao 6.
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Comentarios sobre o Modelo de Comprimento de Mistura

O modelo é limitado a escoamento simples, nao sendo
capaz de responder a mudancas rapidas no escoamento, a
recirculacdo de escoamentos, a efeitos de turbuléncia na
corrente livre, etc.

O fato de g ser zero quando Au/dy é zero € uma implicagao
Inconveniente; causando a inexisténcia de fluxo de calor
turbulento através de planos com gradiente de velocidade
nulo.

Mesmo para escoamentos simples, a distribuicao de /., nao
é universal. Dificuldades ocorrem quando uma camada de
mistura torna-se um jato, qguando um jato encontra-se com
uma camada limite proxima a uma parede, etc.

Para escoamentos complexos, nao existe esperanca de se
prescrever uma distribuicao util para 7, .
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Estrutura da Turbuléncia em
Escoamentos Junto a Supertficies Solidas

Os niveis de tensdes de Reynolds em escoamentos turbulentos junto a
superficie sélidas sao muito menores do que aqueles encontrados em
escoamentos livres, devido a acao inibidora da parede.

Por outro lado, devido a inibicdo do movimento do fluido na direcéo
normal a parede, a anisotropia das flutuacOes de velocidade junto a
parede € bem maior do que no caso de escoamento livre.
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A figura baixo, ilustra dados experlmentals para a distribuicao de
tensdes de Reynolds ( 2,V 2,w?2;u v ) e velocidade média (u )
junto a uma parede solida, onde Uoo é a velocidade do escoamento
longe da parede. Como pode ser observado, as maiores
iIntensidades das flutuacdes de velocidade ocorrem na regiao
adjacente a parede, onde os gradientes de velocidades sao muito
elevados e, como consequéncia a geracao da turbuléncia P,
também é elevada

0.1 1.0
-~
1 |
0.084 r | 8 — 4
~1
-~ Oy . {
4 __
’/:¥ — -4 : 4 - + d
//'(__. - . f
0.06F * — |
2 B — 3) | 0.5 U
0.005 0.015
o.o;gg, <o OO O —
4 (4) S | ! R4
Z : 4 5
0.02 A% -2
2 u'v . "
; 20—— | : \ .. 3 + : 4 | S—
//5 U | .\~ K |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

FIGURE 5-36
Flat-plate measurements of the fluctuating velocities »’ (streamwise), '
(normal), and w’ (lateral) and the turbulent shear u'v’. [A fter Kl banoff (1955).]
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A figura seguinte ilustra a distribuicdo de tensao total e turbulenta
para um escoamento turbulento em um canal formado por placas
paralelas, distantes entre si de H. Note que na maior parte do
escoamento as tensdes se devem exclusivamente aos termos
turbulentos. Apenas junto a parede, onde as flutuacoes devem ir a

zero, as tensodes laminares dominam.

1.0

T=71| + 1y

—pu'v

4

—uvVv
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A figura a seguir ilustra os componentes de flutuacao turbulenta em
um canal.

O escoamento proximo a parede, seja para uma camada limite ou
escoamento em um canal € muito semelhante e as mesmas leis
podem ser aplicadas em ambas as situacoes.
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Para caracterizar a turbuléncia, além da distribuicdo das flutuacoes
da velocidade, pode-se utilizar a funcéao de correlacao

uj up
\/uiz \/u’zz

A figura ao lado ilustra a funcao de

correlacdo para um duto circular. No “w
centro, as flutuagdes u’; e u’, sao

iIdénticas, logo R(0)=1. Note que a funcéao
correlacao cai rapidamente em direcéo a

parede.

R =
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O comprimento caracteristico da estrutura turbulenta do escoamento
ou comprimento de escala turbulento é

D/2
(= [R(r)dr
0

Este comprimento € uma medida da extensdo da massa de fluido
gue se desloca como uma unidade e nos da uma idéia do tamanho
medio dos vortices ou turbilhdes (eddies) turbulentos.

Se as flutuacoes sao medidas na mesma coordenada, mas em
instantes de tempo diferentes [ u’;(t;) e u’,(t,=t;+At) ], tem-se a
funcao de auto-correlacao

43



Correlacao de espaco-tempo consiste em avaliar dois
componentes da velocidade em diferentes posicoes e diferentes
Instantes de tempo

7 - ; — — i
Y /] .
R I—_-::T—— ! ] ’ Distanco from wall:
u A U S N RV uid = 024 |
Y (mm} 1t b : Boundary-layer thickness:
; § = I6-8B mm
o s g P
: 200 a8
04 N Y o 28 &yl
a2 ——] e
/ 00 Q )
oL .
-4 -2 J b4 § 2 3
L msec

O deslocamento temporal t,, do maximo de cada curva € devido a
passagem dos turbilndes turbulentos, os quais no exemplo acima, se
movem com velocidade aproximadamente igual a 0,8 U_. O valor
maximo decai, pois com a passagem do tempo, o turbilhdo perde sua
Individualidade devido a mistura com o fluido turbulento adjacente.
Paralelamente, novos turbilhoes s&o continuamente formados.
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Uma descricao alternativa da turbuléncia pode ser obtida com uma
analise da frequéncia.

Espectro:

Seja n a frequéncia e F(n) a fracao da raiz quadrada da flutuacéao
longitudinal ;’2 que existe no intervalo de frequiéncia de n a
n+dn.

F(n) € a distribuicdo espectral de u’? . Representa a densidade
da distribuicdo de y'2 em n, e por definicdo, tem-se

(?F(n)dnzl
0

A funcao espectral F(n) é a transformada de Fourier da funcao de
auto-correlacao.
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Distribuicdo de espectro de 2

plana
m!
/]
fem] | . o ___
& 80
o If
b -
m-?
w'l-— e e —
i’ -
/ r’ B’ ' ma B.‘?
X -
G el

Curve (1): F ~ n-5/3
Curve (2): F ~ n-?

da camada limite sobre uma placa

Os maiores valores de energia estao
associados as menores freqgliéncias.

A medida que a frequéncia cresce, 0
espectro de energia varia de acordo
com a teoria de Kolmogorov,

F(n) = n3,

Para frequiéncias mais altas, o espectro
de energia decai mais rapidamente
devido a acao da viscosidade
cinematica. De acordo com
Heissenberg, F(n) = n°’

A partir da distribuicéo do espectro de
energia, pode-se verificar que uma
corrente turbulenta possui turbilndes de
varios tamanhos, ja que a freqliéncia e
inversamente proporcional ao
comprimento de onda.
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Perfil de Velocidade na Regiao da Parede

Vamos agora estimar o perfil de velocidade em cada uma das
zonas nha regiao proxima a parede, a partir das equacoes de
conservacao.

0 Uj 0
0 Xj
ouy 0 Uj 0 0 Uj op 0 o
o, +Uj = y2i — + —puin
ot 0 Xj 0 Xj 0 Xj 0 X 0 Xj

Vamos definir velocidade e distancia adimensionais como
a
%

u H

ut =

onde u” é chamado de velocidade de atrito, sendo definido como

U* :\lfslp
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Considerando que proximo a parede o gradiente de presséao e
desprezivel 6 p/ox~0 ,eque v ~0; ou0/0x ~0 ,aequacao de
guantidade de movimento linear se reduz a

L(ﬂa_u_pul V']%O

oy oy
logo
’ T = 6_17_ u v cte =1
ﬂ@y P S

Numa vizinhanca imediatamente adjacente a parede, na sub-camada
laminar, existe uma regiao onde os termos viscosos dominam,

ou .
H ERY y S
integrando a equacéo, obtemos g - ‘s ¥

esta equacao pode serrescritacomo g ,pu'y ou ainda |+ _ y+
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A conclusao é que o perfil de velocidade de um escoamento turbulento
possui forma linear na regido muito proxima a parede. Podemos
concluir ainda que u*e y* e sao variaveis de similaridade para esta
regiao. Dados experimentais mostram que esta relacao é valida para
y* <5.

Imediatamente acima da regiao laminar viscosa deve existir uma regiao
onde os efeitos das tensdes laminares e turbulentas possuem a mesma
importancia. E a camada amortecedora. Esta regido é mais dificil de
ser modelada.

A regiao seguinte, chamada de Regiéo turbulenta, a tenséo
turbulenta domina, entao
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Infelizmente, ndo podemos integrar a equacao acima, sem a introducéao
de uma relacao constitutiva que permita modelar o termo turbulento.
Assumindo que proximo a parede a aproximacao do comprimento de
mistura se aplica, podemos reescrever a tensao turbulenta como

—pu v zﬂtg—g=(pu*f)g—3= (pu*ky)g—z

igualando a tensao turbulenta com a tensao cisalhante na parede

temos 0u out 1

(pu ky)ay—z's: 8y+_ky+

o coeficiente k é conhecido como a constante de von Karman, e de
acordo com dados experimentais € aproximadamente igual a 0,4.

Integrando a equacao acima, obtemos |y* :% In y* +cte

Para paredes lisas o valor da constante de integracao é determinado
empiricamente como sendo igual a 5.
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A figura a sequir ilustra uma comparacao entre os perfis para a regiao
da sub-camada laminar e regiao turbulenta e dados experimentais,
onde observa-se excelente concordancia

30 l '
20
a
7R
/ 20 o
LS © Rey = 5 x 104
10 2 o Y ,70 O Rey =5x 105  _
Us v
& (Os pontos cheios sao valores na linha de centro)
0 | I | ] I | ] ! l | I
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Camada Limite Turbulenta: Placa Plana

: : : . __ 1/7
Para estimar o perfil de velocidade medio turbulento sob U _ ( YJ
Ug

uma placa plana, pode-se utilizar expressdes empiricas o)

A espessura da camada limite pode ser estimada a partir da seguinte
correlacao empirica

5 0381 10270

X Re%(/5 Rey

Infelizmente, este perfil ndo € adequado para avaliar a tensdo cisalhante na parede, pois prevé

0 U/ 0y= o naparede. Recomenda-se a utilizacdo do seguinte perfil empirico

1/4
1 = 0,0233 p U2 ( j para Rey > 5 x 10°

U, 5
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O coeficiente de atrito local pode ser obtido, sendo igual a

0,0592
Cf(x) = () Cf(x) = —7E para 5 x 10°> <Re, <10’
pUZ /2 Rel

A variacdo da tensdo ao longo da superficie encontra-se ilustrada na figura abaixo. Para determinar a forca
resultante em uma placa é preciso levar em consideracdo que na parte anterior da plca, X < X, 0 regime € laminra

1

e a tensdo cai com x ~*?, e em x, ocorre uma mudanca de regime, a transferéncia de quantidade de movimento

cresce, e a tensdo cisalhante cresce substancialmente, passando a cair com x ~*° .

-1/5
T T

x~1/2 turbulento

laminar

53



A forca sobre a placa €

_ 2 2 L
F=ts As = [1s00) dAs = 292 (crx) d As = P92 Tcf(x) b dx =
2 AL 2
2 | Xc L 2
p U, [Cfam () b d X + [Cfup () b dx| = pl2J°° CfL A
0 Xc
L 1 L Xc
CPL = | ] Clup () dx = [ [Cfurp (x) = Cfam ()] d X
0 0
—— 0074 174
CfL = —¢ - 0 para 5 x 10° <Re, <10’
Re|_ ReL
— 4 161
Cf = 0 55258 _ 1610 para 5 x 10° <Re, <10° (**)
(log Re )~ Re|
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Se X.< < L, a camada limite sobre a placa é praticamente toda turbulenta, pode-se entdo

aproximar o coeficiente de atrito médio para

. — 0,074
Se  x<<L entao CfL = —57¢ para5x 10° <Re, < 10"  (++)
Re|_
. —— 0,455
Se X<<L entio Cf, = 555 Para5x 10° <Re, <10° (##)
(log Rey )~
0,01 | I | | | | I | I | I
0,008 -
0,006 :
()‘f -
£ 0,004 -
g
©
P -
L
k5
S 0,002 o
()]
S Camada-limite T
laminar
Eq. 9.32
0001 (l q / | 1 | 1 | | | | l Fig. 9.8 Variagao de coeficiente de
. arrasto com o nimero de Reynol-
10 / A S 5 > 10 ds para uma placa plana Iisza/ pa-
1308 Numero de Reynolds, Re, ralela ao escoamento.
Cf——
\/ReL
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ESCOAMENTO HIDRODINAMICAMENTE
DESENVOLVIDO TURBULENTO

nos escoamentos hidrodinamicamente desenvolvidos em tubos
horizontais, tanto no regime laminar quanto turbulento, a queda de pressao
é somente devido as tensfes tangenciais nas paredes da tubulacao.

0--2P, 10 () o
OX ror
,_opr
X 2
O a tenséo na parede é s = —1(r = R) = — op g
X
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No entanto, o perfil de velocidade varia substancialmente para cada
regime de escoamento pois a relacao entre a tenséo cisalhante e o
gradiente de velocidade ndo € a mesma. Como ja foi visto, no regime
turbulento.
T = ( 4 )a_U — a_U - = 1+
HT or Hefar v Hef = HT [y
(Para avaliar o perfil de velocidade, precisamos de um modelo de

turbuléncia para determinar a viscosidade turbulenta.

35 ———— — —

m —_—— e e e e e e -

UNa regido da parede, podemos ¢- 4
utilizar o mesmo perfil de velocidade 2 I s A B I
u* x y* que para uma camada limite.
Q

QA figura ao lado, ilustra a boa
concordancia com dados
experimentais para diversos
numeros de Reynolds

R - 4.0x10°
= 23x10"
- 1ixd0%
- 40x10% | Nikuradse
~ prxig® |
-2oet0® o
- 32¢10°
= Rerchard!

- T 3 & 8 @ 0




U Podemos também, assim como para a camada limite, utilizar dados
empiricos.

OPara um tubo liso, o perfil de velocidade pode ser aproximado pela “lei de

poténcias” de forma analoga ao regime turbulento na camada limite

_ 1/n
u r
= |1- —
Umax R
10,0
0O expoente n depende do 9.0 o
niumero de Reynolds, baseado

na velocidade maxima 8,0

- 7,0
U = Umax
6,0

e no didmetro, de acordo com a

i 1 | | | | | |
figura 104 2 5 105 2 5 106 2 5

Numero de Reynolds na linha de centro, pUD/u
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e Conhecido o perfil de velocidade, a velocidade média pode ser facilmente obtida

— R U 2 n?
Q=um Ar = [UdAr = [0 2zrdr = =M -
At 0 Umax (n+1) (2n +1)

e Naturalmente que a relacdo entre a velocidade média e maxima depende do expoente n.
Quanto maior o numero de Reynolds, maior é o expoente n e mais achatado € o perfil de
velocidade, maior € a tensdo cisalhante. Note que a relacdo entre a velocidade média e

méaxima para o regime laminar em um tudo

. , 1,0 T ] T
circular e 1/2. = 10
Turbulento
08 n=6 o
r
e A figura ao lado ilustra uma comparagdo R
_ _ _ 06 Laminar il
entre o perfil de velocidade no regime
laminar e no regime turbulento para 0.4 | dl
diferentes expoentes.
0,2 |-
0 1 1 1 1

Gis

59



ONa pratica, com muita frequéncia, especifica-se o0 expoente n =7 independente
do numero de Reynolds.

QVale ressaltar que a hipotese de velocidade uniforme na secéao transversal é
uma péssima aproximacao no caso de regime laminar. Ja para o regime
turbulento, € uma aproximacao razoavel, especialmente para altos Reynolds.

Larvii rar Turbulent

ettt i

il -

I

_'\_-—L'r-rr =

—————
p—pg—— -

4O lei 1/n aproxima bem o perfil de velocidade em quase todo o dominio, com
excecao da regido préximo a parede, ndo sendo possivel estimar o atrito a partir
deste perfil.

QUtiliza-se entdo dados empiricos para estimar o fator de atrito, o qual depende
nao s6 do niumero de Reynolds, mas da rugosidade relativa da tubulacéo.

f = f(Re,es/ D)
QO fator de atrito nada mais € do que uma queda de pressao adimensional ou
tensao cisalhante na parede adimensional _ap D
0 X 4 74
f- 7 Tt
1 —2 1 —2
5 PUm 5 PUm
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Na pratica, com muita freqiiéncia, especifica-se o expoente n =7
independente do nimero de Reynolds.

Vale ressaltar que a hipotese de velocidade uniforme na secéo
transversal € uma péssima aproximacao no caso de regime laminar. Ja
para o regime turbulento, € uma aproximacao razoavel, especialmente
para altos Reynolds.

4O lei 1/n aproxima bem o perfil de velocidade em quase todo o
dominio, com excecao da regiao proximo a parede, nao sendo possivel
estimar o atrito a partir deste perfil.
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Fator de atrito

O fator de atrito pode ser avaliado a partir do diagrama de Moody

0.1 TITOT T 1 i
0,09 |+ Zona Zonade
0,08 [Escoamento critica transigao
- laminard—-< e Zona inteiramente rugosa
0,07 ; g = 0.05
| ] ~
0,06 | | m\ l| N 0,04
ER\== = e
iy v 1 ~ 3
0,05 j_ %‘X + " — -
Y ~ 3 0,02
ool %) == \ 0,015
0,04 [®\> B n
% N N\‘ 2 N 0'01 v
- > 0,008 ¢
0v03 Rec, ~~- "\\ 0,006 ‘T‘-ﬂ)
0,025 A —tttd (), 004 g
: o
)\ S 0,002 3
N —_ : H =4
"oy Tt CC
0,02 \ S N i n e 0,001
~J —u Sy 2 0,0008
~- ~ 0,0006
™
0,015 N N TN 0,0004
Tubos lisos 2NN S e 0,0002
N \,‘ ™ s \\\
Suifj ry——r—" g 0,0001
0.01 id N - 0,00005
0,009 0 S
0,008 TR 0,00001
10° 2 34568104 2 34568105 2 34568106 2 3 456 81y ~2 ‘3\4*103
Numero de Reynolds, Re = pVD 5 =0,000001 5 =0,000005
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A representacao grafica é conveniente e facilita a determinacao do fator
de atrito, no entanto, quando desejamos utilizar de forma sistematica em
um programa de computador por exemplo, € desejavel, representar a
informacéao do diagrama de Moody por uma correlacéao.

A correlacao mais utilizada é a formula de Colebrook

1 _ Lo IOg[g/D . 251 j

f 0’5 317 Re f 0’5

A correlacédo de Colebrook é uma equacéo transcendental, isto €, n&o é
possivel explicitar o valor do fator de atrito. E necessario resolver de
forma iterativa. Miller recomenda como estimativa inicial para o processo
iterativo, a seguinte expressao

2
el D 574

fo =025 |lo + —

° { g£ 37 Reo’gﬂ

Com essa inicializacédo, obtém-se um resultado dentro de 1% com
apenas uma iteracgao.
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Dutos com sec¢ao transversal nao

circular .
4 “ox on
. 4 TS _
Fator de atrito f=4= 1 —5-1 —>
SPUm S pUm

Para escoamento laminar, f Re = C=cte
Circular: C=64
Triangulo isosceles: C=52
Triangulo equilatero: C=53
Quadrado: C=57
Retangulo com razéo de aspecto de 3/1a 5/1: 71
Anulus: 54 a 96 para d,/d;—1
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Fator de
atrito

Para escoamento turbulento, com o uso do diametro hidraulico, a

L . I. 1’.'“\,,,1 T L.E'-'E.‘ -
6| o Mikurggse 4 \Et g
V1 Schifler —= - "u;\' -
a d;fdg'ﬂ.f}
21 nd”'dz"ﬂ,ﬂ Kech and Feind
0] ]
VA PYEE I PV R

i,
R- 5t

correlacéo para duto circular ( curva 2) representa bem as outras
geometrias, para escoamento até numero de Mach=1.

66



Analisando curvas de iso-velocidades nestes dutos, observa-se altas
velocidades nas quinas.

O escoamento secundario continuamente transporta “momentum” do
centro para as quinas, gerando altas velocidades

RALTL 7 T RN S 2 o AT P A “‘: ”’ e el G L L AT TS At Bl 4 A A 2 22 22 L LGS A A A

s " 1

QI
>l {




‘ Dutos rugosos

aFator de atrito para duto rugoso com areia:

12 '——Tt a:-:
0
g |-m — — — - N - . - -
’ “ —_—
7 |
4 fﬂﬂlﬁ
T
f=A1= S |
L2 .
2,0 m
J
_9Pp, 1L
0 X * kT
f=r |+
2pum 5] g :.EE —_ —
7] [ B A B S _
0, =% !l F] « 6§ 8 . 2 &
m] m'r
R-54

aRugosidade relativa: k /R
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‘ Distribui¢ao de

o Gradiente menos P S B
acentuado na parede ¢ 08
para duto rugoso
(expoente n=4 ~ 5) 07
05 I_.r
0.5
0%
0 r 1/n
Ue =1~ R 03 - —}—
max |
a2 -
ar—- - - -
FL._-_ -
0s 4 ) o8 17
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Lei logaritmica de velocidade

Duto liso:

Duto rugoso:

ut =2 —57510gY + B
u Ks

B=55+25In(ks)

0 g
u+—i*—575logy +D r

d E 42 b
D =8,5-5,75log(ks ) iy - ey gy
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Distribuicao de Energia Turbulenta

O movimento oscilatorio continuamente extrai energia do
movimento médio principal através das tensoes turbulentas, sendo
gue esta energia € completamente dissipada em forma de calor
devido a ac&o da viscosidade nas altas freqtiéncias (pequenos
vortices).

1
Energia cinética E(x,1) :EUou

<E(x,t) > :%uou = <EMXt)>=E(Xt)+x

_ 1_ 1
E(x,t)==UeU , x==U'elU’
2 2
Energia cinética Energia cinética
do escoamento turbulenta

meédio
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LA evolucao da energia cinética instantanea pode ser obtida da equacéao
de Navier-Stokes

DU 0 rjj 1{oU;  0U;
J 1] | J
= onde rzjj =—pojj +200S5;; € Sjj==
£ Dt 0 Xj i P03 TP S | 2(6xj+8xi]
EZEDUCU:U.DU ; DE=8E+V0(UE)
Dt 2 Dt Dt Dt ot
DU; Ujodr; 1 8(Ujrij) oUj
Uj = =— — Tjj
Dt p O0X p 0 Xj 0 Xj

G(Uj Tij)_i _ 8Uj o oU;
0 Xi 2( Vox  1ox

1

p_

1[20U] i)

p a;}J‘Tﬁﬁd
|
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LVimos que para um fluido Newtoniano

DY (o |y.(_Ps. (P s Do
Dt O Xj Yo, Yo,

- 0\2v U Sjj
{—‘w' (P/p) v i) —(psii +20 SijSijﬂ
O Xj O Xj o,

Mas S;=0 pela continuidade para p = constante

Definindo Ty =Uj p/p-20U;S; =

DE
tem-se D—t +VelT =-20v Sij Sij

OE
—+Ve(UE)+VeT=-20S;; S;;
PY: (UE) ij 2ij

Dissipacao viscosa representa a conversao
de energia mecanica em energia térmica

73



Energia cinética média: calculando a média da equacao de energia

o< E >
ot

+Ve(<UE>)+Ve<T>=-<205;j §jj >

5<E>_ME+E5_8E+5K
ot ot ot ot

Vo(<uE>):%Vo(<uuou >):%Vo(<(U+u’)(ﬁ+u’)o(U+u’)>)

(T+U")(T+U") o (U+U') = (U+ U)|(Te U) + (To U) + (U'o T) + (U'o "))

((T+u")(T+U') e (TU+U"))=T[(To T) + (Ue U') + (U'eT)+(U'e ) |+

u'|(TGe T) + (Teu) + (U'eT) + (u'e U]

<UE>=UE+UE'+uU'ueu’ +U'E’
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T; =U; p/p—ZUUj S

<T; >:<Ui p/p-20U; Sij>

<T; >=U_i6/,0+Ui' p'/p—20USjj —20 U] §j;
— 1 aG; OUj , 1{ oul Ou’;
Sij =3 St | ¢ SiEsi=g o o

Xj OXi 2| 0Xj  0OX

u'Uou’+u'E’+<T>:U_iE/p—20Uj Sij +

+Uj{ p'/p—ZUU'j Sij — Uj u’j u’j —2Uj Uj u’j
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T; =U; p/p—ZUUj Sij

Definindo:

'|Ti =—ﬂ(2 USij — 2U; u’j)+ﬁ p/p

T =— (2o j s - ujujuj)+ui p'lp

Ve(UTeU +UE+<T>)=VeT+VeT’
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UDissipacao viscosa

<208ij Sij >=—2t)Sij Sij —ZUSij Sjj

QDefinindo:
»>dissipacgao devido ao escoamento médio: £=2v Q %

em geral é desprezivel por ser proporcional a Re!

»dissipacao turbulenta:

EZZUSij Sij
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Energia cinética média

<%—E>+<VO(UE)>+<VOT>=—<ZUSij Sjj >

O0E Ok
_I_
ot Ot

:_ZUS_ijS_ij_ZUSij Sij

D L oK VeT+VeT =i
Dt Dt

+Ve(U E)+V0(UK)+VOT+V0'I_":
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Energia Cinetica do Escoamento Médio e Turbulenta

DD—ItE+VoT— -z ﬁ:ﬂui' U'j+ﬁ E/P—ZUﬂs—ij
%+V0T' o T =uj uj U +uj p'/ p—20 U] Sjj
Dt
o=—Ul U 0 Uj
Hdonde: | J—8Xj

é a producdao de energia cinética turbulenta

»A acdo do gradiente de velocidade media atuando sobre as
tensOes de Reynolds, remove energia cinética do escoamento
médio (- p na equacao para E ) e transfere para o campo flutuante

de velocidade (+ g na equacao para x ).
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PRODUCAO

(i) Somente a parte simétrica do tensor gradiente de velocidade afeta a producéo

P =—Uj Uj Sjj
(ilSomente a parte anisotropica do tensor de Reynolds afeta a producéo
© = —8jj Sjj ajj =Uj Uj — 5 K 5
(iif) De acordo com a hipotese de viscosidade turbulenta
a producéao é ©=2u §ij §ij >0

Note que esta expressédo é a mesmade g ,com o, ho lugarde v

DISSIPACAO

o Naequacéo de x, o sorvedouro ¢ € adissipacao da energia cinética
turbulenta ou simplesmente dissipacao.

o O gradiente das velocidades flutuantes Ju’/ &k ;trabalha contra a
tensor deviatorico de flutuacdes ( 2 v s;) e transforma a energia
cinética em energia interna.

o Adissipacao é sempre positiva.
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Modelos de Turbuléncia

Diferenciais

Os modelos algebricos nédo séao capazes de prever de
forma adequada escoamentos mais complexos. Desta
forma, surgiram os modelos de turbuléncia diferenciais

amodelos de uma equacéao diferencial
amodelos de duas equacoes diferenciais

amodelos de n equacoes diferenciais

Além das flutuacGes das velocidades do escoamento,
todas as outras grandezas relevantes também flutuam,
dando origem a fluxo turbulento de grandezas escalares.
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Modelos de Difusividade Turbulenta

Para avaliar o fluxo de difuséo turbulento de uma grandeza escalar,
tambéem é possivel fazer uma analogia com o fluxo de difusao molecular.

— )
B :_ﬂ(ﬁfjj

onde 7 é a difusividade turbulenta.

Vamos supor gue a equacao de interesse € a equacao da energia e
gue a grandeza escalar € a entalpia, ¢=h . O fluxo difusivo de calor

molecular é 5T ‘ - 4 (o
5XJ cp 8XJ Pr 8XJ

logo, o coeficiente de difusédo € 7=u/Pr , onde Pr & o nUmero de
Prandtl.

i _ M
Pl't

onde Pr, € o numero de Prandtl turbulento ou nimero de Schmidt
turbulento

A difusividade turbulenta pode entao ser definida como
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Modelos De Uma Equacao

Como vimos uma das dificuldades do modelo de
comprimento de mistura é a relacao direta entre a
viscosidade turbulenta e o gradiente da velocidade.

O modelo de uma equacao utiliza outra velocidade
caracteristica para avaliar a viscosidade turbulenta. Como
vimos a intensidade da turbuléncia |u' | = {u)2 € umaboa
medida da violéncia do escoamento, podendo ser utilizado
para avaliar a velocidade caracteristica do turbilh&o.

No caso geral, a intensidade da turbuléncia pode ser
representada pela energia cinética turbulenta

I L T

| (u'z +V2 4 lej
2

N |-
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——+VeT' =p-s T/=u ujuj+uj p'/p-2v Uj sjj @ =—Uj U]

a viscosidade turbulenta pode entao ser avaliada por

= p 112y
A equacao acima foi proposta independentemente por
Kolmogorov ( 1942) e Prandtl (1945).

Neste modelo continua sendo necessario uma expressao
algebrica para avaliar o comprimento de caracteristica de
mistura /.

Para avaliar a energia cinética, utiliza-se uma equacéao de
conservacao para k, a qual, como vimos, € obtida a partir da
equacao de Navier Stokes.

m— O Uj
8Xj
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Termo de producéo P, = p g

Este termo representa a taxa de transferéncia de energia do escoamento
medio para o mecanismo de turbuléncia

Pe=—pUilj—="=pf
j

Para os modelos baseados na hipotese de viscosidade turbulenta,
utiliza-se o modelo ja apresentado para a tensdo de Reynolds, e o termo
de producéo pode ser escrito como
oup ouj | 2(auy ou;
Pe = 14 L4 11-2 K 5ij — 1
OXj 0X 3 O Xj

Para fluidos incompressiveis, como o divergente da velocidade é nulo,

temos o _ o
0 Uj +8Uj 0 Uj
0 Xj 0 Xj | 0 Xj

Pe = 14
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Termo de difusdo D, D.=—pVeT

11! . . o _1[ou  Ouk
Ti =uUj Uk Ul +U; P’/ p—20 Uj Sik S'k_E(ax:( X
D —ejeT; oty

=— eijoTie =—
KkK="P X; Jeh S p@xj

Estes termos representam o transporte de x por difusao
laminar e turbulenta
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Termo de difuséo D,

A primeira parcela representa o transporte difusivo
turbulento de k, e pode ser aproximado utilizando o conceito
de difusividade turbulenta

—Pa {u-j[erk-H:& # O K
0 Xj P o X: | O« 0 X,

J J

onde o, € 0 numero de Prandtl de energia cinética
turbulenta, sendo um parametro empirico, em geral igual a
um (o, = 1). O termo de difusao pode entao ser escrito

D - 0 (’Hﬂtja’(
Ok 8xj
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O transporte difusivo molecular de x é

e sO e importante em regides de baixa intensidade de
turbuléncia, como por exemplo, a sub-camada viscosa
(ou sub-camada laminar).
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Termo de dissipacéo de energia cinética turbulenta, p ¢

Vimos que o trabalho de energia por unidade de volume devido a
dissipacéao viscosa e definido como ® = z : D ,logo trabalho de
energia por unidade de volume devido a dissipacdo viscosa de um
turbilhdo, ou dissipacao da energia cinéticaé p ¢ = r 1D, entdo

L o ui | [0 u
o 'u(?Xj 5Xj

Para avaliar a dimensao da dissipacao, vamos considerar que a
energia dissipada por um vortice de dimensao L pode ser estimada da
seguinte forma

_ Potencia  Forcau _ [ u?

massa pV p VY - o L3 T L

uzarea u U2
P, LU% 2,

g
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Equacao de Conservacao de Energia Cinética Turbulenta
Vimos que o trabalho de energia por unidade de volume devido a

dissipacao viscosa € definido como Jogo trabalho de
energia por unidade de volume devido a dissipacéo viscosa de um
turbilhdo, ou dissipacao da energia cinética é , entao
LSRN (e PR TR AT
p@t p@Xj J o 0 Xj 0 Xj ) O Xj
2 3/2
Ut 0c K K
u + — pC
( Ok j 0 XJ2 # o
onde 4 =P wxll2

sendo ¢, = 0,09 uma constante empirica.

Em geral, a escala de comprimento ¢ é considerada igual a ¢/, (/= /),
e as expressoes ja apresentadas podem ser utilizadas para avaliar
estas grandezas, podendo-se alterar ligeiramente os valores das
constantes empiricas.
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Modelos De Duas EquacoOes

Estes modelos consistem na solucao de duas equacoes
diferenciais para avaliar a viscosidade turbulenta. Na
elaboracao de um modelo de duas equacoes, faz sentido
continuarmos utilizando a equacao para a energia cinetica
k, devido ao pouco empiricismo usado na sua obtencao.
Como podemos utilizar qualquer combinacao do tipo para
a segunda variavel, varias propostas surgiram ao longo
dos anos:

Frequéncia de vortices f (f = k¥ 2 /1) (Kolmogorov, 1942)

Produto energia versus escala de comprimento x/
(Rodi e Spalding, 1970)

Vorticidade o (w =k 72 (Wilcox, 1988)
Dissipacao ¢ (¢ =32 /1) da energia cinética turbulenta x
(Harlow e Nakayama, 1968 e Launder e Spalding, 1974)
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Modelo xk—¢

O modelo kx—¢ é sem duvida o modelo que tem recebido maior atencéao
devido, principalmente, aos trabalhos de Jones e Spalding (1972,
1973) e Launder e Spalding (1974). Neste modelo a velocidade
caracteristica continua sendo V., = k%2 e o comprimento caracteristico
é obtido em funcao da dissipacao (¢=u3//= /=u3/c = /=32 /¢).
A viscosidade turbulenta € (4 =c,, p x Y2 k32 &-1), ou melhor

2
C K
u P

&

Hy =

Para avaliar a dissipacao da energia cinética, deriva-se uma equacao
de conservacao para ¢, a qual também & obtida a partir da equacao de
Navier Stokes, lembrando que

a-'z
po A [2u
p |0 Xj
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Equacao de Conservacao da Dissipacao da Energia
Cinética Turbulenta &

A equacao de conservacao para € é obtida atraves das
seguintes etapas:

I.  Subtrair a equacao média de Navier-Stokes da
equacao de Navier-Stokes

. Derivar a equagao resultante em relagao a x;
lil. Fazer um produto escalar com 2 v 0 u’j/ 09X
Iv. obter a média da equacao resultante
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Os termos da equacao de transporte de ¢ podem ser agrupados de
tal forma a representarem mecanismos fisicos distintos

2 o —
o, ET + ;)C§Xj (UJ 5) = D, + P, —dg

onde D, ; P, e d, representam, respectivamente, 0S mecanismos

de difusao, producao e destruicao de &. As principais técnicas para a
modelagem dos termos na equacao de £séo a analise dimensional e
a intuicao fisica.

Termo de difuséo D,
A difusao D, de ¢ é aproximada usando o gradiente de &:

D Iz "+ W | 2e¢
¢ OXj Og ) OX;

onde o, € 0 numero de Prandtl de dissipacéo de energia cinética
turbulenta, sendo um parametro empirico.
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Termo de Producéo P,

A producao de P, de x deve ser balanceada pela producéo P, de ¢,
para evitar um aumento ilimitado de x. Assim

onde (&/x) € o0 inverso da escala de tempo.

2
2 ]
. 07 Uj
m d,= u2v | ——+
Termo de destruicao de ¢, d, g= M2V {mk&xj

O termo de destruicao d_na equacéo de ¢ deve tender ao infinito
guando k¥ — 0, caso contrario x pode se tornar negativo. Desta
forma: c

d, = — p ¢
K

Finalmente, usando as equacoOes anteriores, pode-se escrever as
equacoes para o modelo x—¢ padréo, lembrando que /=x3"2 /¢



Equacdes de Conservacao do Modelo xk—¢ Padrao

81{
8t

7

ot

Picﬂt[

(pe)+

0
'Oaxj

7

8xJ

(50

(P“J ‘9)

8Xj

)=

aﬁ+

P +—8 [,u+’utJaK —pE
0 X Ok /) O X;
J L J
a0 U | O¢
+ +|C- P —C El—
é’Xj (,U ngﬁxj [ le 2& P ]
o u; Ui K2
J aul lut :C,Ll p —
0 Xj ) 0 Xj &

nas equacdes acima, as constantes empiricas sao:
c~0,09;c,,=1,44;¢,.,=1,92; 0, =10 e o, =1,3
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O modelo x—¢ € robusto, econdmico e apresenta precisao razoavel,
razao pela qual € muito usado industrialmente para simular
escoamentos. No entanto, existem diversas variantes em relacao a
estas equacoes.

Pode-se simplifica-la ainda mais para escoamentos com altos numeros
de Reynolds. Hef = H+ Mt = Mt

A mesma deve ser modificada na presenca de empuxo, e para
escoamentos compressiveis. Existem também algumas variacoes
destas equacdes para tentar levar em conta aspectos anisotropicos do
escoamento.

A equacao de ¢ apresenta um maior numero de aproximacoes e
diversas variacoes da mesma podem ser encontradas, quando busca-
se eliminar algumas das simplificacdes feitas anteriormente, como
considerar separadamente o efeito do gradiente de presséao, ou
Introduzir o efeito da compressibilidade do escoamento.
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Modelos de Viscosidade Turbulenta - Regiao da Parede

Como vimos, 0s modelos de viscosidade turbulenta se baseiam na
hipotese de Boussinesq, onde a tensao turbulenta € obtida por

— au,ﬁujzﬁu_525
—pPUUj = 14 E — 4 M X |J—§PK|J

e 0 escoamento pode ser determinado pela solucao da equacado média
de conservacao dado por

00 . 00 0 O U op 0 ( s )
P Uj = _ - -+ - = p Ui uj
ot 0 Xj 0 Xj 8XJ 0 X 0 Xj
A maioria dos modelos apresentados para a viscosidade turbulenta,
seja de zero equacao, uma ou duas equac0Oes diferenciais sao validos

longe da parede. Na regiao da parede emprega-se a Lei da Parede
Isto é a solucdo exata de u* x y* valida para a regiao da parede.

Recomenda-se a utilizacdo do perfil logaritmo para y* > 11.

Para os modelos de uma ou duas equacoes diferenciais informacoes
adicionais relativas a energia cinética turbulenta e a taxa de dissipacao
de k na regidao da parede devem ser obtidas.
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Energia Cinética Turbulenta k

Na regiao proxima a parede (y*> 11) a producao da energia cinética se
Iguala com a sua destruicao, entao  P. = p ¢

A producao pode ser obtida pela seguinte expressao

——— 00 oau ¢
PK:_pUV—NT =

oy Ay 4
Como vimos, a viscosidade turbulenta e a dissipacéo podem ser obtidos

3/2
por K
L ZpKllzf &= Cy y

Substituindo as relacdes acima na equacao de equilibrio entre producao
e %Iestrui(;éo de k, temos

T T 3/2 T
K 1/2
— = p ¢ p— = p C :>_:Clu K
L o k112 y H oy P
Finalmente como vimos, a tenséao turbulenta é aproximadamente
constante e igual a tensédo na parede, logo s _ 12,
T H

Yo,
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Concluimos entdo que como a tensao cisalhante € aproximadamente
constante na regiao da parede, a energia cinética turbulenta também
0 €. Como o valor da tenséao cisalhante na parede néao é conhecido,
uma condicdo de contorno conveniente para k

9K 0o

y

Vale ressaltar aqui, que a relacao obtida acima entre a tensao
cisalhante e a energia cinética € muito conveniente, ao utilizar a lei da
parede, pois a velocidade de atrito pode ser obtida em funcao da
energia cinética turbulenta

ut = 2 = ut =4 K12
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Dissipacéao da Energia Cinética Turbulenta k

No caso dos modelos de duas equacodes, precisamos obter uma
expressao para a dissipacao turbulenta na regiao da parede. Novamente,
vamos considerar equilibrio entre a producéao e destruicdo de k.

Po = p ¢
e oy eu_ an_ (ouy
K P y oy tt 2y
p C, K2

Neste caso a viscosidade turbulenta é ##t =

Substituindo a expressao para a producao e viscosidade turbulenta da
equacao de equilibrio, temos

N2 2 N2
0 P Cyu K ou
o [) = (S e

_ * out
_ o 1/2 00 u
Fo ot (G—ylzc}‘/z'( ul(p u*)[5y+]
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s . v +
Como ja vimos na regiao turbulenta our 1

oyt ky*
entao 3/4 ,.3/2
* * C K
¢=cy/? x L = =c}/2x Lo
ul(pu™) k yt —— kY k'y
cl/4 xl/2
| c3/4 .3/2
finalmente, obtemos _ _H

E
Ky

Precisamos estimar o comportamento do componente vertical de
velocidade na regiao da parede. Vimos que a equacao da
continuidade é o0 OV

+ —_—

oX oy

Como a velocidade € nula ao longo da parede, concluimos que
oAY
~ "~ ~0

oy
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Escoamento Cisalhante Livre

= Sao escoamentos afastados de
paredes.

= Jatos, esteiras, camadas de mistura

= Turbuléncia se desenvolve devido a
diferencas de velocidades

Camada cisalhante turbulenta entre 2
correntes de gases diferentes. Alto
Reynolds. Re~200.000

Desenvolvimento inicial a baixo Reynolds
de descontinuidade de velocidade.
Re~7500

Freymuth, 1966
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Todos os escoamentos ilustrados

Exemp IOS de apresentam uma direcao de

escoamentos escoamento meédio dominante podendo
ser analisado com as equacoes de

C1S alhantes liVI‘CS camada limite em vez das equacoes
completas de Navier- Stokes

\.
7

Il

C 5
plane jt / —

G - T \
plane wake
S

1]

(k)

plane rning I.-u._-.fr &
boundary Layer
=1l

il



Jato Circular

4L
quiescent
surroundings U

fluid
supply

Campo de Velocidade Média

<U> simétrico
<W>=0
<V> uma ordem de grandeza inferior

Regime permanente
Simetria angular

Escoamento governado pelo
numero de Reynolds:

Re=pU;d/u

027 g =30

o | xid > 25

Regiao de
desenvolvimento
O0<x/d<25

0.1

x/d = 100

0.0

r/d



Velocidade da linha de centro: U,

[ Velocidade na linha de centro <U(x,0,0)> =U (x) decai a medida que
se afasta do bocal.

0 A meia largura do jato r,,, (x) € definida tal que :
<U(x,r,,,,0)> =% U,. Jato de alarga com a distancia.

UApGs uma distancia de I-OL“@ Dados experimentais
desenvolvimento do escoamento (Op ) (Wygnanski e Fiedler, 1969)
x/D > 30, observa-se que o campo de 7] 5

velocidade € similar, isto €, possui a °8.

mesma forma, a velocidade <U> E

normalizada pela velocidade na linha %

de centro U, colapsa em uma unica >

curva. O perfil de velocidade média é s

auto-similar (self-similar) by

0.0 |
0.0 1.0 2.0




Variacao do inverso da velocidade da linha de centro ao longo da

direcao axial

A intersecao dessa linha com a
abscissa define uma origem
virtual, denominada de X,

T 1s virtual origin of jet

A linha reta corresponde a

Uo(X) _ B
Uj (x—x0)/d

onde B ¢é uma constante
empirica.

x/d
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Taxa de alargamento S do jato S = /2

OX
Estimativa:
- Dt or I
Dt 1/2
4 Porém a derivada substantiva também
pode se escrita como
v~ Ldu/dr
v'>0 Dr or
1/2 _ 1/2
—P ~ Ug

3 Dt OX

or
\ entdo 12 _cte=5

OX

A
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A taxa de alargamento na regiao auto-similar é

S = dngz =cte = o0jato se alarga linearmente /2 =S (X—Xg)
X

O numero de Reynolds local é definido por Reg (X) = r/2(x)Ug
Y

Como ry,, varia linearmente com x e U, com o inverso de X,

Re, independe de x.
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A constante B e a taxa de alargamento S também independem do numero de Reynolds

Panchapakekan e | Hussein et al (1994) | Hussein et al (1994)
Lumley (1993) hot wire data laser-doppler data
Re 11000 95500 95500
0,096 0,102 0,094
B 6,06 5,9 5,8

Apesar do Reynolds afetar
fortemente 0 escoamento e as
estruturas do jato, a velocidade
media e a taxa de alargamento
independem do Reynolds. Para altos
nameros de Reynolds (Re > 10%)

recomenda-se S=0,094 e B=5,8

(b)

Figure 1.2 Planar images of concentration in a turbulent jet: (a) Re =
5,000 (b) Re = 20, 000. From Dahm and Dimotakis (1990).
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Tensdes de Reynolds u = flutuacao da velocidade

/u2 ﬁ 0 Simetria angular: uw=vw=0
U .
Ui Uj = u v g TensOes normais sao pares
Tenséo cisalhante € impar
0 0 w ameeimp

N
N

No centro: V™ =

U (X) =\/u:2 em (r=0)

0.10
Uy (X) /Uy  tende para |

0.08 |
um valor constante , logo {up)

U 0.06 |
u,(x) e U, (X) caem com x* [

0.04 |
ApOs a regiao de
desenvolvimento, as

tensOes de Reynolds sao o0
auto-similares 0.0

0.02 |




Uma vez que a tensao de Reynolds é positiva quando o<U>/or é
negativo, e tende a zero quando o<U>/or tende a zero, pode-se
definir uma viscosidade turbulenta positiva v=g/p tal que

— oU
UV:—UtF

Como os perfis de <u v> e o<U>/or sao
auto-similares, o perfil da viscosidade
turbulenta também é

vr =Uo (X) 1y 2(X) 0t (1)

Ot é aproximadamente uniforme (=0,028)
para 0,1 <r/r;,< 1,5, e cal a zero na
extremidade do jato

A viscosidade turbulenta tem dimensao de
velocidade vezes comprimento

vr=u'f (lr,;,=0,12 para 0,1 <r/ry,< 2,1

0.01F

0.00
1 ‘/}‘1/2

0.05

0.00 .
0.0 1.0

L
v 2.0
1/ 12

I R R
0.0 0.1 0.2
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Schlichting (1933) resolveu as egs. de f(n) = E oo T
monentum e continuidade definindo = U, = (X—Xg)
50 & 1
A solucéo e f(n) = —_— a:(ﬁ—l)lsz
(1+an®)
viscosidade turbulenta P S

Uo(X) /2 ) 8(~/2 -1)

. R . . 1.0
ODiscrepancia somente na regido onde '

08|

0’[(77)_)0 (-

Yo 0.6 F

a S = 8(\/5 —1) l’)\t :

S=0,094 se O =0,028 T

O nimero de Reynolds turbulento 0.2f
U~(X) K X 1 0._0|||'1.0|'”|'2.0H
Ret: 0()1/2():,\ ~ 35 o Ijiéb? o

Ut Ut 0.0 0.1 0.2
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