ESCOAMENTO INCOMPRESSIVEL DE
FLUIDO NAO VISCOSO

Em diversas situagdes, como nos escoamentos de fluidos de baixa viscosidade
longe de paredes, as forcas de cisalhamento podem ser desprezadas e a
forca de superficie por unidade de area agindo sobre cada face do volume de
controle diferencial é igual a pressdo com sinal negativo.

Equacéao de Euler:
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Integracao da Equacao de Euler ao Longo de Uma Linha de
Corrente: Equacao de Bernoulli
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ot os| 2 p OS oS

N . V% _dP |
| Eds + — +[—+ gz =constante | Equacéo de Bernoull

p

a constante de Bernoulli € Unica ao longo de uma mesma linha de corrente



Casos particulares:

O Escoamento incompressivel, p constante:

2
ja—ds+v +P+g Z = constante
ot 2 p

O Regime permanente:

Ve dp
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O Regime permanente e incompressivel: V2 P

Jmep P ' +-—+ @ z = constante
P v,
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Obs: Para escoamentos irrotacionais (V x V = 0) pode-se demonstrar que a constante de

Bernoulli tem um Unico valor em todo o campo de escoamento (ver se¢do 6.6.1)

OBSERVACAO: Um escoamento n&o viscoso sofre somente a acdo de forca de corpo (forca
volumétrica) e da forca de superficie normal, devido a pressao. Portanto, é impossivel induzir
uma rotacdo em um escoamento nao Vviscoso. Se 0 escoamento ndo viscoso for irrotacional,

sera sempre irrotacional, se for rotacional, sera sempre rotacional.

Por outro lado, TODO ESCOAMENTO VISCOSO E ROTACIONAL.
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PressOes Estatica, de Estagnacao e Dinamica
Aplicando a equacao de Bernoulli na mesma cota

de altura, temos

p = pressdo estatica ou
termodinamica

Po = pressao de estagnacao

pV? e
—— = pressao dinamica

Escoamento <
Pequeno orificio

|

Para o manémetro ou
tubo piezométrico

Fig. 6.3 Medicao da pressao de estagnacgao.
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Fig. 6.2 Medicdo da pressdo estatica.
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Fig. 6.4 Medicdo simultanea das pressoes estdtica e de estagnagao.



Tubo de Pitot: 2
Medidor de velocidade
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Exemplo 6.1: Determine a vazao volumetrica de ar através do duto de secéo
transversal L = 0,1 m e altura H = 0,3 m. Tomadas de presséo sao instaladas
numa curva do duto, cujo raio interno € R = 0,25 m. A diferenca medida de
presséo entre as tomadas € de 40 mm de agua [(P,-P,)=(ppo0- par) 9 NI

Vista em planta da curva

Escoamento
2% \

Solucéo: As linhas de corrente acompanham a curva, sendo a dire¢do normal as mesmas a

\/2
direcdo radial. Aplicando a Eq. de Euler na direcdo normal (radial) temos — p— = _?
r r
dp _dr _ p2-P1_,. 2 0= VHL)- (HL)\/ P2 —P1
pV2 T p V2 g Par IN(ra /1)



Exercicio 6.4: Determine:

()a velocidade da agua saindo como um jato livre.

(i) a pressao no ponto A

Exercicio 6.5 e 4.6: Agua escoa
sob uma comporta. Determine a
forca na comporta da figura.

Comporta [E

\
v, N
\

Secao contraida

Do=
Ve 2=0,0563 m

e
Z 7 7

10
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VA =V, A, SV=V,A, [ A =0
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P:Patm+pg (D_Z)
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Exemplo 6.9: (i) Determine a velocidade da 4
agua na saida da tubulacdo. Em uma h
primeira aproximacéao, despreze o atrito e

considere regime permanente e D >>d !

ij'pd‘v’ + [pVeRdA = 0

Equacéo da continuidade: ot
VC SC

Hipoteses: 1) fluido incompressivel , 2) volume indeformavel

- 2
[ VeRndA = 0 = VA=V, A, v, -v, 9 10
sc D?
dh ,
mas V1 = — —— logo nivel permanece constante, h = h, =cte

dt ’



Equacéo de Bernoulli:

2

Vi

2

— ds+—=
P P 2
P1 = P2 = Patm Z,= 0
2
V;
— —~ —gh, =
> g Ng

2

2 2
jﬂds+jdp+v2 _M
ot P 2 2

+0(2p-27)=C

+9(22-21)=0

~ hy , Vi=0 ;regime permanente
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A

Exemplo 6.9: (ii) Determine a variacao com
o tempo da velocidade da agua na saida da h

tubulacao, considerando que inicialmente a \V.=7
tubulacdo encontra-se fechada. Novamente, R I z
despreze o atrito e considere D >>d b | > 5
N L
0

Equacao da continuidade: Py
VC SC

Hipoteses: 1) fluido incompressivel , 2) volume indeformavel

- 2
[ VendA = 0 = VIAI=VL A, v, =v, & <0
sC D?
dh ,
mas V1 = — logo nivel permanece constante, h =~ h, =cte

dt’

jpd‘v’ + ijOﬁdA =

0
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2 2
~ ; oV dp V2 Vl
Equacéao de Bernoulli: —— ds+ + - + Zo—2727)=0
quag Iat Ip > " 9(z2-121)
2 2 2
f—év ds+P2 _P1 Vo M, 4(z,-2)=0
P1=P2=Pam , 22=0 , z1=hy , Vi=0 ;regime transiente
b 2 2 2
jﬂds +jﬂds+v—2 —g hyg =0= OlﬁLnLV—Z—ghO:O
1 ot H Ot 2 dt 2
NREEY 2
V1z0—> atlzo 8\/2 de
b
1 D R
h
d V2:?
vi ————— 55—
b L —> 2

16



- 4Ve _ dat integrando 0< Vo, <V, e 0<t<t =

t
29h,-Vvs 2L

1.2
V t
——2 —tanh (—,/ZghoJ 1
29hg, 2L S oy
< 0.6 //
Note que quando t—-wo = 2 04 /
. >
V, — yJ2gh, (casoanterior) 0.2
0
0 1 2

t*sqrt(2 g ho) /(2L)



Exemplo 6.9: (iii) Determine a variacdo com 4
o tempo da velocidade da agua na saida da h
tubulacao, considerando que inicialmente a d
tubulacao encontra-se fechada. Novamente,

despreze o atrito e considere D =d b \ S

I
o

0 .
Equacdo da continuidade: T f pdvV + f pVenidA
VC SC

Hipoteses: 1) fluido incompressivel , 2) volume indeformével

_. A d2
[ VeldA = 0 = VA=A, V1=V, 2=V, — 20
sSC Al D

dh
mas V| = — —, logo nivel ndo permanece constante, h # cte

dt
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2 2

~ . oV dp V2 Vl

Equacao de Bernoulli: —— ds+ + — +9(zp—-21)=0
quag Iat Ip s~ t9(z2-27)

2 2 2
J‘a_vds+p_2_ﬂ+v_2_v_l+g(22_zl)zo ’
1 ot P P 2 2
PL=P2=Pam . 22=0 , z3 =h ;regime transiente

b 2 2 2

ja—vds+ja—vds+v—2—v—1—gh=0 =

10ty ot 2 2

b 2 2 2 2 2
IV [gss WV2fgse Y2 M _gpog o Vg 0V (Vo M

t 1 ty 2 dt dt 2
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Az ) |(ALdhY
Aq Ao dt

2
A2 2
29gh—-|1- V
v, { [J]Z Zgh_l_(
2 _ 2
dt 2| B2 hy = %:

AL dt > AL
dh__\, Az Az
dt 2A1
condicdo inicial: 1)t=0, h=h, 2)t=0, V=0

A2
Aq

h + L}

Para resolver estas equacOes diferenciais ordinarias, o MatLab pode ser utilizado. As

equacOes serdo resolvidas pelo método de Runge-Kultta.

Para utilizar o método de Runge-Kutta, deve-se resolver as duas equacdes de 1a. ordem para h

e V,, em vez da eq. de 2a. ordem para h
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Dois programas com a terminacao *.m devem ser escritos. No primeiro, 0s
parametros do problema s&o especificados, assim como a condicéo
inicial. A preparacdo dos graficos de saida também e feita neste
programa. Este primeiro programa, ‘chama” o segundo programa, no
gual as equacoes diferenciais a serem resolvidas sao apresentadas.
Chamaremos, para este exemplo, o primeiro programa de “taque.m” e o
segundo programa sera chamado de “bernoulli.m”.

As listagens dos programas sao apresentadas a sequlir.

Dados:d= 1in=0,0254m ; D=5in=0,127m; L=15m ; h,=5m

t=0s ; t=18s ; g= 9,81 m/s?
_ . _
5 2gh+ (dj ~1| V2
dh (d) dv, D
— == =] W T2
dt D dt {d 2
2 (j h+L
D
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Arquivo:
tanque.m

clc;

clear,

fim=0;

globalLD1d2g;
d2=0.0254;

D1=0.127,

L=15;

ho=5;

Vo=0;

0=9.81;

ti=0;

tf=18;

yo=[ho Vo],

periodo=l[ti tf];

[t, y]=0de23(‘bernouli’, periodo, yo);
figure(1)

plot(t,y(:,2));

title('Grafico de V2 x t');
xlabel('t (s)";
ylabel('"Velocidade na Saida do Tubo
(m/s));

figure(2)

plot(t,y(:,1));

title('Grafico de h (V1) xt);
xlabel('tempo (s)");
ylabel('Altura (m)");

end

clear

Arquivo:
bernouli.m

function ydot = bernouli(t,y)

globalLD1d2g;

dD= (d2*d2)/(D1*D1);

ydot(1) = - y(2) *dD;

ydot(2) = inv(2*(dD*y(1)+ L)) *(2*g*y(1)+(dD"2-1)*y(2)"2);
ydot=[ydot(1) ydot(2)]’;

2
ah__(9Yy,
dt D

dv,

dt 2
2 (dj h+L
D
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Altura (m

4998

4996+

4994+

4992

499

4988

4986

4484

Casoiil) D>>d

d= 1in=0,0254 m ti=0s
D=100in=8,33ft= 2,54 m tr=18 S
L=15m g= 9,81 m/s’
ho=5m

Note que ao atingir o regime permanente V, =./2 ¢ ho =9,90m/s

Grafico de h (V1) xt Grafico de W2 xt

10
g_
i)
E 8
i
S 7
|_
S 6}
AR}
=
o or
)
2 4t
L
=
9
S
T 2f
=
1_
5 10 15 20 0
tempo (s) 15 20

t{s)

23



Altura (m)

45r

357

ar

257

15F

057

Casoiii) D~ d = otanque ird esvaziar

d=1in=0,0254 m ; ti=0s
D=5in=0,127m ; tr=18 S
L=15m : g= 9,81 m/s’
ho=5m

Grafico de h (W1 xt
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Exercicio: Um escoamento de agua (pr20=1000 kg/m®) é descrito pelo campo de velocidades
V=AX1i—-Ay]j,istoé u=Ax e v=-Ay ;onde A=3s", xey sdo medidosem

metros. Sabe-se que § = —g k, onde g = 9,81 m/s°.
i) Calcular a aceleracédo de uma particula de fluido no ponto (x,y, z) = (1, 5, 2) .

a DV a, i+a, |+a, kK DUT+DV#'+DWR a Du au+\7 Vu
= = = = [ ]
t X y 178z Dt bt Dt Dt at

_8u ou Vau Wau
ot UoxVay Tz

ay =0+AXA+0+0=A%x

oW oW oW oW
Y, +W——=0

oV oV oV oV .
— = + +
ot 0 X oy 0z

2
a., = u \Y; W =A a
Y=ot Vax 8y+ 0z y © z

d=A%X1+A% ] entdo d(1,52)=91+45j
25



1) Avaliar o gradiente de pressdo no mesmo ponto, sabendo que a viscosidade ¢é desprezivel

DV _ DV
Equacdo de Euler : pa=pg—gradp —  grad p:pg_pD_t

op- o0p- 0Op -

= — _’: R " e —
grad p 6x|+8yj+azk g=90,k ; 0, g
ap _ ~ 2 ap _ ~ 2 op

gradp=—p A%Xi —p A%yj—pgk =

gradp = — 9000 X i — 9000 y j — 9810 k = gradp(L5,2) = — 103(9i + 45] + 9,81K)
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1i1) Determine a variacdo de pressao entre a origem e o ponto (1, 5, 2)

5 AN

P A2 2

ox pA”X = |O=—pA2X7 + fi(y, 2)

op 2 2

—— — A 2 2

oy PAY, = p——pAZ— + fr(x,2) :>p=—pA2{ 2y J—pgz+C
op

— = — P9 : B

0z = p = —pgz + f3(Xy)

_ _ 3 1+_25j _
p(1,5,2) - p(0,0,0) = p; —pg = -9-10 ( S )-9810-2 ~ 0 =-

1,37-10° Pa
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1) Se este campo de velocidade for irrotacional a diferenca de pressao poderia ter sido

calculada com a aplicacédo da equacéo de Bernoulli

u=Ax ; v =-Ay §=r0t\7=v><\7=0 - @:§XT+§y]+@zR ,
=~ = oV ou . :
para escoamentoplano §=&, K ; &, == — == = 0 = ¢éirrotacional
0 X oy
Equacéo de Bernoulli (V = mddulo do vetor velocidade)
V2 V2 V2 V2
p—pl+71+921= p?0+70+920 = P1—=Po=-p [71—70 + 9(21—20)

Origem: (X,¥,2)=(0,0,0) = V0=0,20=0
Ponto 1: (X,y,2)=(1,5,2) =
Vi=| V|2 VR = V2 V2 = (AX)° +(-Ay)* =32 +152 =234

Pi-po=-10° (234/2+9,81.2) = -1,37.10° Pa
28



Exercicio: Um escoamento de um jato contra uma parede para ser
representado por y =10 XYy

o 0 - ov ou
U=t =10x , v=——\V:—10y V XV=0=¢k=0=>—-—=0
y X oX 0y
9 irrotacional
p V
entao —+7+gz =constante
p

onde V2 =yl +v2 = (10 x)2 +(— 10 y)2

Aplicando entre um ponto na parede e ao longe

P V% P UZ

p 2 p 2

2
ao longo da paredey =0, logo V™ =U"+V

U
P =Py +p—2 — p 50 X°
2 29



L U2

—L —L

U2
| Poo TP

3
(b2L)+p50b—

L

_|:poo +p
L

| = (Po +p==~p50 x2)b dx =

Uz

S0 L

2

-p

3

2
}(sz)
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Exercicio: Um vortice é definido pelo seguinte campo de velocidadeV =Up € 4, onde o

K
Tr

componente angular é Ug = 5 , sendo K a intensidade do vortice constante (K=-10 m?/s).

(i) Determine se 0 escoamento € irrotacional.
(i1) Determine a funcéo de corrente que representa o0 escoamento

(ii1) Determine a diferenca de pressdo entre os pontos (1) e (2) e entre (1) e (3), sabendo que 0
fluido é ar [p=1,2 Kg/m®]. O ponto (1) possui coordenadas (r; = 2 ; 6; = 0°) , enquanto o
ponto (2) e (3) possuem coordenadas (r, =2 ; 0, =90%) e (r3 =4 ; 65 = 90°)

- u —_ K
V=Ugey 0 27
. - 10(ru 10 u
Eirrotacional: V XV =2 = &= - ( 9) - = " = 0 = ¢irrotacional.

r or r o060
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(i1) Determine a funcao de corrente que representa o0 escoamento

10wy oy

A funcdo de corrente é definida como u, = T ' Ye="7r logo
1 oy oy K K
U = ——= 0= v = f(r : Ug = — = =wy=———Inr+ Cte
" r o0 v ") 0 o 2nr ' 2n o

Zero
(r,=2;06,=09;(@,=2;6,=90% e(r;=4;6,=900
Os pontos (1) e (2) estdo sob a mesma linha de corrente, a qual € igual a y; = v, = 1,103

A funcéo de corrente associada ao ponto (3) éyz = 2,206

32



Como o escoamento é irrotacional, logo podemos encontrar a diferenca de pressbes entre

quaisquer pontos utilizando a Equacéo de Bernoulli

V2
P,
p 2
P1 — P2
P1 — P3

+Qz =constante —— +

2 2
. Vo2 oV
2 2
2 2
oYY
2 2

N |©

N O

2 2 2
Vi _p2 Vo _p3 V
p 2 P 2
(Kfl L |2 sero
2 2 2 |
oo
K21 1-0285Pa
27'[3 r2 r2 ’
3 1
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12 Questdo: Considere o escoamento de ar de baixa velocidade entre dois discos paralelos conforme
mostrado. Admita que 0 escoamento € incompressivel e ndo viscoso, e que a velocidade €
puramente radial e uniforme em qualquer secdo. A velocidade do escoamento é V =15 m/semR =

75 mm. Estime a forca liquida de pressdo que atua na placa superior entre r = r; e r = R. Sabe-se

que r; = R/3

V=15m/s
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22 Questdo: A distribuicdo de velocidade num escoamento bi-dimensional, permanente, ndo viscoso,

noplanox-y,é\7=(3x +6)T +(4—3y) ],

A aceleracdo da gravidade é g = —g K, e a massa especifica é 825 kg/m®.

(i) Isto representa um possivel escoamento incompressivel?
(i) Determine os pontos de estagnacao do campo de escoamento.
(i) O escoamento é irrotacional?

Avalie a diferenca de pressao entre a origem e o ponto (X, Y, z) =(2, 2, 2).
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